o i o ks 2026 Volumen 18, No. 36
Bl IR eogy Revista Cientifica de la Universidad Autonoma de Coahuila

El Modelo de Gompertz en la Modelizacion de Fendmenos de Crecimiento
Limitado: aplicaciones Interdisciplinarias en Contexto

The Gompertz Model in the Modeling of Limited Growth Phenomena:
Interdisciplinary Applications in Context

Martinez-Ortiz, J.!, Ramirez-Hernandez, L."", Garcia-Reyna, M.!", Badillo de Loera, J.?
!Unidad Académica de Matemdticas, Universidad Auténoma de Zacatecas, Paseo la Bufa s/n, Av. Solidaridad, 98066, Zacatecas, Zac.,
Meéxico
2Unidad Académica de Ingenieria Eléctrica, Universidad Autonoma de Zacatecas, Campus Universitario siglo XXI.

*Corresponding Author: Lramirez@uaz.edu.mx

Recibido: 12 de enero de 2025
Aceptado: 18 de noviembre de 2025

Resumen

El modelo de Gompertz es reconocido por su extraordinaria versatilidad en la modelizacion de fendmenos que exhiben un crecimiento
limitado. Esta funcién sigmoide asimétrica describe procesos que inician con un crecimiento lento, seguido de una fase de aceleracion
exponencial y una posterior desaceleracion al aproximarse a un limite superior (capacidad de carga, K). Propuesto originalmente en
1825 para describir la ley de mortalidad humana, hoy el modelo encuentra aplicaciones rigurosas en demografia, biologia, medicina,
economia, biotecnologia y epidemiologia. En el contexto de salud publica en México, el modelo de Gompertz ha sido fundamental
para pronosticar y analizar el comportamiento de enfermedades. En este trabajo, se presenta un analisis comparativo y descriptivo de
la dinamica de crecimiento de tres fendmenos disimiles utilizando el modelo de Gompertz: la epidemia de VIH/SIDA en México
(1983-2020), la pandemia por COVID-19 en México (casos acumulados, incluyendo analisis en Zacatecas) y la proliferacion de células
cancerigenas in vitro tipo HeLa. En todos los casos estudiados, el modelo Gompertziano mostré un ajuste satisfactorio a los datos
observados (altos coeficientes de determinacion R?), lo que confirma su utilidad empirica para caracterizar la tasa de crecimiento y
estimar la capacidad de carga del sistema
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Abstract

The Gompertz model is known for its extraordinary versatility in modeling phenomena that exhibit limited growth. This asymmetric
sigmoid function describes processes that begin with slow growth, then enter an exponential acceleration phase, and subsequently
decelerate as they approach an upper limit (carrying capacity, K). Originally proposed in 1825 to describe the law of human mortality,
today the model finds rigorous applications in demography, biology, medicine, economics, biotechnology, and epidemiology. In the
context of public health in Mexico, the Gompertz model has been crucial for forecasting and analyzing disease behavior. This work
presents a comparative and descriptive analysis of the growth dynamics of three distinct phenomena using the Gompertz model: the
HIV/AIDS epidemic in Mexico (1983-2020), the COVID-19 pandemic in Mexico (accumulated cases, including analysis in
Zacatecas), and the in vitro proliferation of HeLa cancer cells. In all cases studied, the Gompertzian model showed a satisfactory fit to
the observed data (high determination coefficients R?), confirming its empirical utility for characterizing the growth rate and estimating
the system's carrying capacity.
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INTRODUCCION

El modelo de Gompertz es un modelo
determinista caracterizado por un crecimiento sigmoideo
que inicia con un aumento acelerado, el cual
posteriormente tiende a estabilizarse al acercarse a un
limite. El gran nimero de aplicaciones reportadas en la
literatura sobre su uso, evidencia su capacidad para
estimar fendémenos de crecimiento poblacional, asi como
en epidemiologia y biologia (Gompertz, 1825).

El origen del modelo se remonta a 1825, cuando
el matematico britanico Benjamin Gompertz lo propuso
para modelar la ley de mortalidad humana, basandose en
la suposicion de que la resistencia a la muerte disminuye
exponencialmente con la edad. A pesar de este origen
demografico, la curva de Gompertz ha demostrado ser
extraordinariamente versatil, siendo utilizada para
describir procesos de crecimiento limitado en oncologia
(crecimiento tumoral), crecimiento microbiano, difusion
de innovaciones, y la progresion de epidemias (Kathleen
& Even, 2017).

La popularidad de Gompertz radica en que
permite ajustar datos experimentales de fendomenos
diversos que comparten una dindmica comun: fases de
crecimiento acelerado seguidas de una saturacion. A
diferencia del modelo logistico clasico, la curva de
Gompertz es asimétrica, permitiendo una desaceleracion
mas gradual a medida que se aproxima al asintota superior
(Gil, Miller & Brandao, 2011), lo cual es adecuado para
describir sistemas donde la saturacion es lenta (Winsor,
1932).

En el contexto de contingencias sanitarias, la
capacidad de pronosticar el comportamiento de una
enfermedad es crucial para la toma de decisiones en salud
y politica publica (Larid, 1964). La COVID-19 evidencio
areas de oportunidad en sistemas de salud como el
mexicano. Para proyectar el comportamiento acumulado
de contagios y muertes durante la pandemia de COVID-
19 (Vaghi et al., 2020; Bajzer & Vuk-Pavlovic, 2000), han
sido empleados diversos enfoques, incluyendo modelos
compartimentales, modelos de regresion, técnicas de
aprendizaje automatico (como MLP y LSTM), y modelos
de crecimiento logistico y Gompertz (Zwietering et al.,
1990). En México, se han realizado esfuerzos en
investigacion implementando modelos bayesianos y de
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aprendizaje automatico, sin embargo, se demandan
estudios comparativos robustos (Xuan & Jianlong, 2025).

Este trabajo se enfoca en demostrar la utilidad y el
rigor del modelo determinista de Gompertz mediante el
analisis de tres aplicaciones, con énfasis en el contexto de
salud en México.

MATERIALES Y METODOS

Modelo de Gopertz

El modelo de Gompertz describe el crecimiento de
una variable de interés G(t) (como el tamafio de una
poblacion o el numero de casos acumulados) en funcion
del tiempo t.

Su formulaciéon matematica, la llamada ley de
crecimiento de Gompertz, se basa en una ecuacion
diferencial no lineal que establece que la tasa de cambio
relativa disminuye logaritmicamente a medida que crece.
Esta se expresa como:

Ec 1. a6
dt

K
= BG(t) Inln (ﬁ)
Donde
B: es la tasa intrinseca de crecimiento del fendbmeno.
K: es la capacidad de carga, es decir, el valor
maximo que alcanzaria G(t), durante el proceso
estudiado.
G(t): denota el tamario de la poblacion en el tiempo
t.

La solucion explicita de esta ecuacion diferencial
es una funcion sigmoide asimétrica
_ —pt
Ec2. G(t) = Ke~e™’
Donde

a=In (Gﬁ), siendo Gges el valor inicial de G(t), al
0

tiempo t,.

El parametro t, (relacionado con a) desplaza la curva en
el tiempo. La caracteristica sigmoidal implica un
crecimiento lento inicial, una aceleracion exponencial
intermedia, y una aproximacion lenta al limite K. La
Figura 1 describe este comportamiento:
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Figura 1. Curva de crecimiento de Gompertz.

La grafica muestra el comportamiento sigmoidal
caracteristico del modelo de Gompertz. En la fase inicial,
el crecimiento de G(t) es lento debido a que la poblacion
o fendémeno estudiado parte de un valor pequefio (Gy).
Posteriormente, se observa una etapa de aceleracion
exponencial, en la cual la tasa de crecimiento aumenta de
forma rapida hasta alcanzar un punto de inflexién, donde
el ritmo de incremento comienza a disminuir (Wang &
Guo, 2024). Posterior a esto, la curva se aproxima
asintoticamente a la capacidad de carga K, que representa
el limite maximo del sistema (Pelinovsky, 2022). Esta
forma asimétrica refleja como muchos procesos
bioldgicos, epidemiologicos o poblacionales tienden a
desacelerarse conforme se aproximan a su saturacion
natural o estructural.

Caracterizacion dinamica

La dindmica caracteristica de esta funcion es un
crecimiento que arranca lentamente, luego entra en una
fase de aceleracion exponencial en una etapa intermedia,
y finalmente se desacelera de forma progresiva y lenta al
aproximarse a un limite superior (OMS, 2020). Los
fenémenos que mejor se ajustan a este modelo son
aquellos que tienen la caracteristica de iniciar
extremadamente rapido y que sufren una desaceleracion
que los conduce eventualmente a la estabilidad (Conde-
Gutiérrez et al., 2021). El parametro K, conocido como la
capacidad de carga o valor mdximo asintético, representa
el valor limite superior que la poblacion o la caracteristica
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estudiada puede alcanzar (Torrealba-Rodriguez, 2020. En
este contexto, se interpreta como el tamafio maximo del
tumor o poblacidn celular en biologia, el numero total de
casos esperado al final de un brote epidémico, el PIB
potencial o penetracion maxima de mercado en economia,
o0 la produccién maxima alcanzable en bioprocesos. Por su
parte, el parametro [ es la tasa intrinseca de crecimiento,
la cual determina la rapidez del crecimiento inicial, y se
considera un valor clave para hacer comparaciones
cualitativas entre poblaciones (como la tasa de contagio
inicial en epidemiologia). En demografia, este parametro
se relaciona con la tasa de aumento de la mortalidad con

la edad. El parametro « estd intimamente ligado a la

condicion inicial del sistema, ya que a = In =)
0

permite definir la forma de la curva y su posicion
temporal. La dinamica asimétrica del modelo, donde la
tasa de cambio relativa disminuye logaritmicamente a
medida que crece, es de suma importancia; esta forma
permite una subida mas vertiginosa al inicio y una cola
mas larga al final, y es lo que hace que el punto de
inflexion —el momento en que el crecimiento acumulado
alcanza su maximo ritmo y que ocurre cuando — tenga
lugar relativamente temprano en el proceso. El punto de
inflexion del modelo de Gompertz, se localiza cuando G =
K /e. En epidemiologia, la funcion derivada de la solucion
de Gompertz es un buen modelo de distribucion para los
casos positivos, y su punto maximo (el punto de inflexion
de la curva acumulada) se considera el pico de la
infeccion. En el contexto bioldgico y fisiologico, ha sido
suado para modelizar el crecimiento de organismos,
organos, tejidos y tumores, incluyendo el crecimiento de
plantas, aves, peces y mamiferos, el crecimiento de cierto
tipo de tumores cancerigenos, y la ganancia de peso de
animales. Es ampliamente usado en la descripcion de
poblaciones de bacterias y en la proliferacion celular in
vitro, asi como en el crecimiento microbiano y la
produccion de bioproductos como biohidrogeno y biogas
en fermentaciones y cultivos industriales de
microorganismos.
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Determinacion de sus parametros

El procedimiento se basa en un analisis
deterministico que combina métodos algoritmicos (usando
funciones explicitas para la linealizacion del modelo) y el
método de ajuste por minimos cuadrados no lineales para
determinar los tres parametros clave. La determinacion de
sus parametros se realiza en etapas:

Etapa 1: Estimacion de la Capacidad de Carga ()

El parametro K representa la capacidad de carga o
el valor maximo asintdtico que la poblaciéon puede
alcanzar. Su estimacion se basa en la propiedad de que el
punto de inflexion del modelo Gompertz P esta
relacionado con K.

1. Identificacion del Punto de Inflexién (Pico de
Casos Diarios): Se utiliza la serie de datos reales
(observaciones) (t, P,ps (t)).

2. Localizacion de los registros maximos: Se
identifican los registros maximos cercanos en los datos, el
punto de inflexioén del modelo de Gompertz ocurre cuando
la funcion derivada alcanza su valor maximo.

3. Célculo del promedio de acumulados: Se toman
los valores correspondientes de los casos acumulados en

los dias en que se registraron los posibles valores
maximos.
4. Estimacion de P: Se calcula el promedio P(t)

de esos registros de casos acumulados. El punto de
inflexion sera el promedio, y se determina el valor ¢ en el
cual ocurre éste.

5. Estimacién de K: La capacidad de carga se
estima multiplicando el valor del promedio (el punto de
inflexion) por el numero de Euler e = 2.71828:

K=P(t)Xe

Etapa 2: Estimacion de los Parametros o y B

Una vez que K se ha estimado, los parametros
restantes (a y b, que luego se relacionan con o y ) se
obtienen mediante el método del ajuste por minimos
cuadrados aplicado a la forma linealizada del modelo de
Gompertz.

1. Linealizacién del Modelo: La transformacion

que linealiza los casos acumulados [(t) es:

o m (7)
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2. Ajuste Lineal: Se realiza un ajuste por minimos
cuadrados para obtener una recta que relacione la variable
t con los datos transformados de Gompertz:

y(t) =a—bt

El parametro b (que corresponde a la tasa
intrinseca de crecimiento ) se obtiene calculando la
covarianza de las listas de datos, y luego, el parametro 8
se determina como el negativo de la pendiente de la recta
ajustada.

El parametro « se obtiene de la ordenada al origen
de la recta ajustada, mediante la funcion exponencial.

Mediante este procedimiento, se obtienen los
valores numéricos para K, a y ; que permiten formular la
expresion analitica final del modelo de Gompertz.

RESULTADOS Y DISCUSION
El modelo de Gompertz en accion: algunas
aplicaciones

La informacion presentada en esta tabla es el
resultado de una revision y sintesis de los modelos clasicos
de naturaleza determinista reportados en las fuentes, con
un enfoque particular en la versatilidad y eficacia del
modelo de Gompertz. La revision se centr6 en identificar
las aplicaciones mas significativas del modelo a lo largo
de su historia, abarcando desde sus usos originales en
actuaria y biologia (crecimiento de tumores y organismos)
hasta sus aplicaciones contemporaneas en la
epidemiologia (VIH/SIDA y COVID-19) y Ia
biotecnologia, ilustrando su capacidad para ajustar datos
experimentales en fendomenos que comparten dinamicas
de crecimiento acelerado seguido de una fase de
saturacion (Vasquez-Martinez et al., 2023). No se trata,
para nada, de una revision exahistiva, sino una recoleccion
de aplicaciones que los autores se han encontrado y han
extendido en algunas de sus investigaciones (SSA, 2024).
1. "Mortalidad humana (ley de Gompertz)"

o Contexto: Formulacion original (1825) basada en la
suposicion de que la resistencia de una persona a la muerte
disminuye exponencialmente con la edad.

° Interpretacion: El modelo expresa que el riesgo de
morir aumenta de forma exponencial con la edad adulta.

o Parametros Clave: «a (nivel de mortalidad inicial); 8
(tasa de aumento de mortalidad con la edad).
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2. "Crecimiento de tumores y poblaciones celulares'

> Contexto: Uso estandar en oncologia experimental
(€j., tumores solidos en animales) y para el crecimiento de
organismos y tejidos vivos.

o Interpretacién : Captura el crecimiento inicial rapido
que se frena al agotarse los recursos (nutrientes, espacio).

o Parametros Clave: K (tamafio maximo del tumor o
poblacion celular esperado); f (tasa intrinseca de
crecimiento)

3. "Proliferacion celular in vitro (Células HeLa con 4%
SFB)"

o Contexto: Cultivos de células HeLa, una linea celular
cancerigena humana, bajo una concentracion de 4% de
suero fetal bovino (SFB).

° Ajuste:

G(t) = 32044,1874 - ¢~0,971026:¢700130425¢

4. "Proliferacion celular in vitro (Células HeLa con 8%
SFB)"
o Contexto: Cultivos de células HelLa bajo una
concentracion de 8% de SFB.
° Ajuste:
G(t) = 31871,0427 - ¢~0,906677-¢700153902

5. "Epidemia de VIH/SIDA (Casos Acumulados en
México)"
° Periodo: 19832020 (o 1983-2019).
o Ajuste:
G(t) = 272348,152633 - ¢~5726591-¢7 008515

o Interpretacion: Fue el mejor ajuste sigmoidal.
K representa el nimero total de casos esperado.

6. "Pandemia de COVID-19 (Casos Acumulados en
Meéxico)"
o Periodo: Febrero 2020 — Diciembre 2024.
° Ajuste:
G(t) = 10305244,200345 - ¢~ 5255783-¢70083255¢

° Interpretacion: Es un excelente ajuste que logra
capturar la fase de crecimiento acelerado inicial y la
desaceleracion progresiva. El modelo Gompertz resulto
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ser la curva sigmoidal que mejor se ajustd a los casos
acumulados, superando a otros modelos.

7. "COVID-19 (Casos Acumulados en Zacatecas -
Ordinario)"

o Ajuste (R /r): R? =0.950811 /7 = 0.9906945.

o Interpretacion: La derivada del modelo es un buen
modelo de distribucion para las detecciones diarias. El
punto de inflexion ocurre cuando la funcion derivada
alcanza su valor méaximo, considerado el pico de la
pandemia (previsto para el dia 150.65 o alrededor del 20
de agosto, segun el ajuste de junio 2020)

8. "COVID-19 (Casos Acumulados en Zacatecas —
Modelo Fraccionario)"

o Ajuste (/): /.

9. "COVID-19 (Casos Acumulados en Bolivia -
Ordinario)"

o Ajuste (R?/7): R? =0.926877/r = 0.962745.

o Interpretacion: El modelo Gompertz ordinario
presenta un mejor desempefio y una mayor correlacion que
el modelo Logistico ordinario, que seria la primer eleccion
de modelo en este tipo de fenomenos.

10. "Produccion en fermentacion (ej. biogas, biomasa)
y crecimiento microbiano"

o Contexto: Cuantificaciéon de procesos bioquimicos
que tienen una fase de latencia, crecimiento exponencial y
meseta por agotamiento de nutrientes.

o Interpretacién: Se han desarrollado variantes (ej.,
Zwietering) que permiten extraer parametros clave para
optimizar y comparar procesos de cultivo.

o Parametros Clave: K (Produccidon maxima
alcanzable,); pma,r (Tasa maxima de produccion o
crecimiento microbiano); A (Tiempo de retraso inicial o
lag time)

La posibilidad de realizar comparaciones entre los
parametros (K,a y 8 ) obtenidos del mismo modelo de
Gompertz aplicado a diferentes poblaciones, condiciones
o contextos del mismo fenomeno es una de las ventajas
operativas mdas importantes de esta herramienta
matematica. Este enfoque permite traducir las diferencias
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observadas en el mundo real (como distintos ritmos de
propagacion o diferentes rendimientos de crecimiento) en
valores numéricos estandarizados que tienen un
significado biologico, epidemioldgico o social directo

Horizonte de uso del modelo de Gompertz

El Modelo de Gompertz es una herramienta
matematica ideal para modelar cualquier proceso de
crecimiento o decrecimiento que sea limitado y que siga
un patrén sigmoide asimétrico. Su aplicabilidad se
restringe a fenémenos que ocurren en un espacio de
recursos limitados o que poseen una capacidad de carga K
a la cual tienden a aproximarse lentamente. La curva
caracteristica arranca con un crecimiento lento, pasa por
una fase de aceleracion expomencial y, finalmente, se
desacelera al aproximarse al limite superior, adoptando
una forma de "S" alargada. El comportamiento especifico
que favorece la eleccion del modelo de Gompertz es que
el fenébmeno debe iniciar de manera extremadamente
rapida y, a partir de cierto momento (donde la funcién
derivada alcanza su valor maximo), sufrir una
desaceleracion sostenida que lo conduce a la estabilidad.
La caracteristica clave de la curva es su asimetria,
permitiendo una aproximacion al asintota superior mas
gradual que el despegue inicial, lo que resulta adecuado
para describir sistemas donde la saturacion es lenta o
donde se genera una "cola méas larga en su parte final".
Matematicamente, esta dinamica se define porque la tasa
de cambio relativa de la poblacion (o variable de interés)
disminuye logaritmicamente a medida que la variable
crece. Por estas razones, el modelo de Gompertz es la
opcion preferida para fendmenos de crecimiento
poblacional, el crecimiento de ciertos tipos de tumores
cancerigenos y células in vitro (donde los nutrientes se
agotan), la propagacion de epidemias (como el VIH/SIDA
y COVID-19, donde la poblacion susceptible se agota) y
la y la Produccion en fermentacion (ej., biogas, biomasa)
y crecimiento microbiano, donde el interés va hacia la
produccion maxima alcanzable o el time lag que es tiempo
de retraso inicial o tiempo de arranque de la fase
exponencial de crecimiento
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CONCLUSION

El recorrido por el proceso de ajuste y de algunas
de las aplicaciones del modelo de Gompertz revela su
estatus no solo su naturaleza y origen como una formula
histérica, sino como una herramienta matematica
interdisciplinaria y predictiva de amplio alcance.

Su extraordinaria versatilidad se basa en su forma
funcional sigmoide asimétrica, la cual captura eficazmente
la dinamica de cualquier fendmeno que exhiba
crecimiento limitado. Este patron de crecimiento,
caracterizado por un inicio extremadamente rapido
seguido de una desaceleracion sostenida hasta la
saturacion, se observa consistentemente en campos
disimiles:

Epidemiologia: El modelo demostré un ajuste
casi perfecto a la curva de casos acumulados de VIH/SIDA
en México y en los analisis comparativos de COVID-19,
super?6 sistematicamente al modelo Logistico en México,
Zacatecas y Bolivia. Esto subraya su fiabilidad para
describir el progreso de las epidemias y proporcionar
pronosticos confiables sobre el niimero total de casos
esperado y la fecha probable del pico de la epidemia.

Biologia y Bioprocesos: El modelo es
fundamental para caracterizar el crecimiento de tumores y
la proliferacion celular in vitro. En la biotecnologia, su
flexibilidad se confirma al permitir la extraccion de
parametros clave como la produccion maxima alcanzable,
la tasa maxima de crecimiento y el tiempo de retraso
inicial (lag time), parametros clave para la optimizacion
de procesos de fermentacion.

Analisis Operacional: Una ventaja crucial es que
los parametros del Gompertz (como la tasa de crecimiento
y la capacidad de carga) tienen interpretaciones biologicas
y epidemiologicas directas Esto permite realizar
comparaciones cualitativas y rigurosas entre distintas
poblaciones o condiciones de un mismo fenémeno (p. €j.,
la velocidad de propagacion entre paises o el efecto de
diferentes concentraciones de suero en un cultivo).

Aunque el modelo de Gompertz es accesible
conceptualmente y matematicamente manejable, sigue
evolucionando a través de generalizaciones y enfoques de
orden fraccionario, asegurando su vigencia en la
investigacion contemporanea en fendmenos ain nmas
complejos. En ultima instancia, el legado del Gompertz
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demuestra el poder de las matematicas sencillas aplicadas
con ingenio para dilucidar las leyes comunes que rigen la
vida, la enfermedad y los sistemas sociales con limites de
crecimiento.
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