ORIGEN DEL GRUPO D, EN EL ORBIFOLD Z,: UNA
PUERTA PARA CONOCER LA IMPORTANCIA DE LOS
GRUPOS Y ORBIFOLDS EN LA FiSICA

ORIGIN OF THE DIHEDRAL GROUP D, IN THE Z, ORBIFOLD: A
DOOR TO KNOW THE IMPORTANCE OF GROUPS AND
ORBIFOLDS IN PHYSICS

RESUMEN

Los grupos discretos y los orbifolds son estructuras matemdticas que
desempenan un papel clave en la teoria de cuerdas y su conexién con
la fisica de particulas, proporcionando una base geométrica y
algebraica para comprender simetrias y aspectos fundamentales de las
teorias fisicas. En este trabajo analizamos el origen del grupo diedral
D, en un contexto de compactificacién de cuerdas en orbifolds,
destacando su relevancia en la descripciéon de la jeraquia de masas y
en la construcciéon de modelos de sabor en fisica de particulas.

Palabras clave: grupos; orbifolds; cuerdas; compactificacién; fisica
de particulas.

ABSTRACT

Discrete groups and orbifolds are mathematical structures that play a key
role in string theory and its connection with particle physics, providing a
geometric and algebraic basis for understanding symmetries and
fundamental aspects of physical theories. In this work, we analyze the
origin of the D, dihedral group in the context of orbifold compactification
of strings, highlighting its relevance for describing the mass hierarchy
and for constructing flavor models in particle physics.
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Los grupos son estructuras algebraicas que nos ayudan a estudiar y
describir las simetrias de un objeto o un sistema fisico, asi como a
entender sus implicaciones. Es wusualmente conocido que las
transformaciones de simetria (rotaciones y reflexiones) de un poligono
regular forman el llamado grupo diedral o grupo diédrico. Un caso
particular es el grupo diedral D,, el cual se obtiene por las
transformaciones de simetria del cuadrado (Ramond, 2010).

Los grupos tienen aplicaciones importantes en la fisica de particulas. En
este campo existe un modelo llamado el Modelo Estandar (ME), el cual
describe las particulas elementales y sus interacciones. El ME estd
formado por fermiones (leptones y cuarks), el bosén de Higgs y bosones
de norma, los cuales son los mediadores de las interacciones
fundamentales. Los fermiones estédn agrupados en tres generaciones o
familias, por ejemplo, para los leptones la primera generacién esté
formada por el electrén y el neutrino del electrén, mientras que el cuark
top y el cuark down forman la primera generacién de cuarks. En el
sector de Yukawa del ME se presentan las interacciones entre los
fermiones con el campo de Higgs. Mediante el rompimiento espontdneo
de la simetria, o mecanismo de Higgs, los fermiones adquieren masas,
las cuales dependen del valor de expectacién en el vacio del Higgs y de
pardmetros libres como los acoplamientos de Yukawa (Langacker,
2017). Tales pardmetros se ajustan a las observaciones experimentales,
las cuales indican un patrén de jerarquia entre las masas de los
fermiones. Por ejemplo, los fermiones de la tercera generacién son mds
pesados que los de la primera. Esto un aspecto que el ME no explica, es
decir, por qué los fermiones tienen tales valores de masa. Esto forma
parte de un problema en fisica més alld del ME llamado el problema
del sabor (Langacker, 2017; Zupan, 2019). Una de las propuestas para
explicar este problema es considerar grupos discretos no Abelianos
como el grupo diedral D,, el grupo de permutaciones S;, entre otros
(Ishimori y col., 2010; Herndndez y col., 2022; Miskaoui, 2024). A los
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grupos utilizados en este contexto se les suele llamar grupos de sabor,
donde la palabra sabor se refiere a los distintos tipos o sabores de
fermiones del ME.

El origen de algunos de estos grupos puede presentarse en las
propiedades geométricas y algebraicas de los orbifolds usados en las
compactificaciones de cuerdas (Kobayashi y col., 2007; Nilles y col.,
2012; Ramos-Sanchez y Vaudrevange, 2019). Una teoria de cuerdas
como la cuerda heterética estd definida en diez dimensiones (Gross y
col.,, 1985). Para hacer contacto con nuestro mundo en cuatro
dimensiones es necesario compactificar seis dimensiones en un orbifold
(Dixon y col., 1985). La geometria del orbifold determina las
propiedades de los modelos en cuatro dimensiones que provienen de
las compactificaciones de cuerdas (Ramos-Sdnchez, 2009) y también
ofrecen un origen a grupos de sabor (Olguin-Trejo y col., 2018).
Ademds de los orbifolds, existen otros espacios para efectuar la
compactificacién de cuerdas, por ejemplo, toros y espacios de Calabi-
Yau. Los primeros no reproducen la propiedad de quiralidad de los
fermiones del ME, mientras que los segundos son mds complejos
matemdticamente (Ramos-Sdnchez, 2009). Los orbifolds, por otra
parte, si reproducen la quiralidad de los fermiones y son
geométricamente mds simples. Por estas razones nos enfocamos a los

orbifolds.

El grupo diedral D, es especial en el contexto de los orbifolds y los
grupos por las siguientes razones. La primera es que este grupo es
usualmente obtenido por las simetrias del cuadrado (Ramond, 2010),
la segunda es que ha sido aplicado para explorar el problema del sabor
en la fisica de particulas (Ishimori y col., 2008; Herndndez y col., 2022;
Srivastava y col., 2022), y la tercera es que puede originarse en un
orbifold con una geometria accesible de visualizar (Kobayashi y col.,
2007), ilustrando asi, un origen distinto al usual para este grupo. Por
estas razones nos enfocamos al grupo D, en este articulo con los
objetivos siguientes. Primero, mostrar que el grupo diedral D, puede
originarse en el orbifold Z, unidimensional (Kobayashi y col., 2007).
Segundo, dar a conocer la importancia de los orbifolds y los grupos en
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el contexto de las compactificaciones de cuerdas y la fisica de particulas,
en particular en el problema del sabor.

El contenido del presente articulo es el siguiente. En la seccion 2 se
presentan algunas definiciones y propiedades de los grupos, ademds
de mostrar el grupo diedral D,. En la seccién 3 hablamos de los
orbifolds y las herramientas para obtener el grupo de sabor asociado a
un orbifold. En la secciéon 4 mostramos cémo surge el grupo diedral D,
en el orbifold Z, unidimensional. En la seccién 5 comentamos sobre la
importancia de los orbifolds y los grupos en las compactificaciones de
cuerdas y en la fisica de particulas. Finalmente, en la seccién 5
presentamos las conclusiones.

Un grupo es un conjunto de elementos G = {g,, 91,93, ---}, donde una
operacién producto, denotada por °, estd definida entre sus elementos
y tal que se cumplen las siguientes propiedades:

a) La operacién ° es cerrada, es decir, el producto de dos
elementos en G nos da un tercer elemento que pertenece a G.
Por ejemplo, g, ° g, = g3, donde g1, g,, g3 son elementos de G.

b) La operaciéon ° es asociativa, es decir, el resultado del producto
de tres elementos de G no depende de la asociaciéon de dos de
ellos. Por ejemplo, (g1 ° g2) ° g3 = g1 ° (g2 ° g3), donde
91,92, g3 son elementos de G.

c) Existe un elemento identidad g, = e, tal que g; ° e = g;, para
todo g; en G.

1

d) Cada elemento g;en G tiene su inverso g;~* en G tal que g; °

g l=e.
Un grupo es no Abeliano si g; ° g; # g; ° gi, para al menos dos
elementos g;, g; de G, de otra forma es un grupo Abeliano. Si los

elementos de G no dependen de pardmetros que varian en forma
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continua en un intervalo de valores se dice que el grupo es discreto. Un
grupo es finito si el nOmero de sus elementos es finito.

Un ejemplo de grupo discreto Abeliano es el grupo ciclico Z, = {e, a},
donde a es el generador del grupo y cumple a? = e. Se dice entonces
que el elemento a es de orden dos. La regla de multiplicacién del grupo
Z, estd dada en la Tabla 1.

Tabla 1. Regla de multiplicacién del grupo Z,.

° e a
e e a
a a e

Esto indica que e e=e, e ca=a, a°e=aya°-a=a*=e. En
este caso el elemento a es su propio inverso pues a es de orden dos.

Los elementos de un grupo G se pueden clasificar en clases de
conjugacién, las cuales estdn formadas por elementos de G que son
conjugados entre si. Dos elementos g y g’ son conjugados con respecto
a otro elemento h de G si se cumple que h = g = h™1 = g'. Las clases
de conjugacién no tienen elementos en comuin y la clase trivial la forma
el elemento identidad. De esta forma la unién de clases de conjugacién
resulta en todos los elementos del grupo G.

Una representaciéon matricial del grupo G es un mapeo de los elementos
g a matrices U(g) en un espacio vectorial V de dimensién igual al
tamafo de las matrices U(g) y tal que se cumplen las siguientes dos
propiedades:

i) U(e) =1, donde 1 es la matriz identidad en V.
i) Si gy ° g2 =9sen G, entonces U(g,) xU(gz) =U(gz) enV,
donde * indica la multiplicacién de matrices.

Una representacién matricial en un espacio vectorial ¥V en dos
dimensiones para este grupo Z, es {U(e),U(a)}, donde
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0= 9 =3 )

Otras opciones para U(a) son,

=0 3 v vw=( %)

Cada una de estas tres representaciones para el elemento a de Z,
cumple U(a) *U(a) = U(a)? = U(e) = 1. Por lo tanto, el conjunto de
matrices K = {U(e),U(a)}, donde U(a) es cualquiera de las ftres
matrices presentadas anteriormente, forman un grupo Z,. Es directo
verificar que estos elementos cumplen la regla de multiplicacién de Z,.

2.1 GRUPO DIEDRAL D,

El grupo diedral D, es el grupo de simetrias del cuadrado bajo las
siguientes transformaciones: rotaciones de 90° con respecto a su centro
y reflexiones con respecto a sus cuatro ejes de simetria, los cuales se
muestran en la Figura 1. Este conjunto de transformaciones cumple las
propiedades que definen a un grupo, el cual es conocido como el grupo
diedral o diédrico D,. Este grupo tiene ocho elementos que denotamos
por

D, = {e, p1, P2, P3, 01,02, 03,04},

donde e denota al elemento identidad, las rotaciones corresponden a
pii =123,y las reflexiones a g;,j = 1,2,3,4. Se cumple que pf =ey
que g = e para j = 1,2,3,4. Esto nos dice que la rotacién p; de 90° es

de orden cuatro, y que cada una de las reflexiones g; son de orden dos.
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Figura 1. Geométricamente el grupo diedral D, surge por las transformaciones de
simetria del cuadrado: rotaciones de 90° con respecto a su centro, y reflexiones
respecto a sus cuatro ejes de simetria mostrados con lineas punteadas.

La regla de multiplicacién del grupo D, se presenta en la Tabla 2, la
cual nos dice el resultado de multiplicar elementos de D,. Por ejemplo,
0, ° 03 = Py, P3 ° 04, = 03, etc. Notamos que no todos los elementos
conmutan, por ejemplo, g, ° p; = o3, mientras que p; ° 0, = 0;. Por
lo tanto, el grupo D, es un grupo no Abeliano.

Tabla 2. Regla de multiplicacién del grupo D,.

° | € 1P1 P2|P3 01|02 03 04
€ e P1 P2 P3 01 0z 03 Oy
P1 P1 P2 P3 € 0Oz 03 04 O
P2 P2 P3 € P 03 04 01 Oy
P3 P3| € P1 P2 04 01 0Oz O3
01 01 04 03 0Oz € [ P3 P2 P1
Oy 0 01 04 03  P1 | €  P3 P2
03 03 0z 01 04 P2 P1. €  P3
04 04 03 | Oz 01 P3| P2 P1 €

Una representacién matricial en un espacio vectorial V de dos
dimensiones para el grupo D, es la siguiente (Ishimori et al., 2010),
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U(9)=((1) (1)): U(P1)=(2 O)IU(Pz)z(O _1)/ U(ps) =

G o)
v =3 o) V=3 1) ven=(2 ), v =

(b )

Esta representaciéon cumple, obviamente, las propiedades que definen
a una representacién del grupo, es decir, U(e) = 1 (la matriz identidad),

yU(g1) *U(g2) =U(g3) enVsig, ° g, = g3 en D,. Por ejemplo,
U(Uz) * U(U1) = U(P1) ’ U(P3) * U(0'3) = U(O'z):

lo cual estd en acuerdo con los productos g, ° 0, = p; y p3s ° 05 =0,
en D, mostrados en la Tabla 2.

El origen del grupo D, por las transformaciones de simetria del
cuadrado brinda una conexién importante entre un objeto con
geometria usual y la estructura algebraica de un grupo. En la siguiente
seccién mostramos un origen distinto para este grupo usando las
propiedades geométricas y algebraicas de un orbifold.

Un orbifold toroidal Abeliano en d dimensiones se define mediante la
relaciéon

O—T
=5

donde T es el toro en d dimensiones y P es el grupo de punto, que en

nuestro caso corresponde al grupo ciclico Zy. El toro T se define por

T—R
=

ANO 21, NUM. 83
ISNN 2683-1840

69

CienciAcierta

JULIO-SEPTIEMBRE 2025



donde R es el espacio real en d dimensiones y A es la reticula del toro
T definida por
A={ne, n; €Z},

donde ¢;, con i =1,2,...,d, son los vectores base de la reticula A. El
grupo de punto P = Zy debe ser una simetria de la reticula del toro.
Una manera alternativa de definir al orbifold estd dada por

O—R
=<

donde S es el grupo de espacio, el cual estd formado por el grupo de
punto P = Zy y por las traslaciones n;e; en la retficula A del toro. Los
elementos de S son denotados por g = (9,1), donde ¥ es un elemento
de P =Zy, y A = n;e; es una traslaciéon en la reticula. El producto de
dos elementos en S estd definido mediante

9192 = (91, 41) (02, 43) = (9,192,914, + 44).

La definicién del toro establece que las coordenadas x de R estdn
relacionadas por

x' = x + nge,

mientras que la definicién del orbifold indica que los elementos g del
grupo de espacio S actdan sobre las coordenadas x de R mediante la
identificacién

x' = gx = (I,n;e;))x = Ix + n;e;.

En el orbifold se pueden tener puntos fijos cuando x' =x en la
expresion anterior. De esta forma los puntos fijos estdn dados por

x=(1-9)"'ne

El elemento g = (9,n;e;) de S asociado a un punto fijo x se le llama
elemento constructor. Por la relacién de conjugacién en el grupo de
espacio S se tiene que el elemento g = (¥,1) es conjugado de g’ =
9,1+ Q), donde a Q= (1-9)A se le conoce como la reticula
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invariante de los puntos fijos. Entonces, dos elementos de S son
conjugados si difieren por una traslacién en la reticula invariante de los
puntos fijos.

3.1 ORBIFOLD Z, UNIDIMENSIONAL

En este orbifold el grupo de punto P es el grupo ciclico Z, = {e,a},
donde a? = e. Al elemento a se le llama el generador del grupo. Una
representaciéon unidimensional de Z, es e =1y a = —1. Este grupo
puede relacionarse a una reflexién de x a - x. Por ejemplo, el punto x
es enviado a su reflejo —x mediante la accién del elemento a de Z,
sobre x, es decir, ax = —x

La reticula del toro es A = {n,e,}, donde n; es un nimero entero, y e; =
1 por simplicidad. De la definicién del toro se tiene la identificacién

x'=x+ngeq,

lo cual nos dice que todos los puntos x en el espacio real
unidimensional R que difieren por una traslacién n,e; denotan el
mismo punto en el toro. Esto es equivalente a la geometria del circulo
como se muestra en la Figura 2. Notamos que la reflexién efectuada
por Z2 es una simetria de la reticula del toro unidimensional, razén por
la cual hemos elegido al grupo de punto P como Z,.

Figura 2. Geometria del toro unidimensional. A la izquierda se muestra la retficula
del toro, donde cada punto es identificado a si mismo en el toro. Esto representa la
geometria del circulo. El dominio fundamental del toro se muestra resaltando la
longitud entre dos puntos adyacentes en la figura de la izquierda y corresponde a la
circunferencia del circulo.
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72

El orbifold Z, en una dimensién estd dado por

Esto nos dice que aplicamos una simetria de reflexion Z, al toro
unidimensional (el circulo). ahora los puntos x en R estén relacionados
por

x'=ax +neg = —x+nye,

donde hemos usado que a = —1, el elemento no trivial de Z,. Al realizar
esta identificaciéon obtenemos el orbifold Z,, donde los dos puntos que
quedan inalterados ante esta reflexién son llamados puntos fijos. Una
manera ilustrativa de ver esto se muestra en la Figura 3.

@ > —

Figura 3. El orbifold Z, se obtiene al aplicar una simetria discreta de reflexiéon Z, al

circulo (toro en una dimensién). La geometria de este orbifold es un semicirculo. El
dominio fundamental del orbifold es ahora la mitad del dominio fundamental del
circulo, y estd acotado por dos puntos fijos denotados por una estrella y un punto.

3.2 ELEMENTOS PARA DETERMINAR EL GRUPO QUE RESULTA DEL
ORBIFOLD Z,

Los principales elementos que determinan al grupo que surge de la
geometria de un orbifold son los puntos fijos y la regla de seleccién del
grupo de espacio, los cuales presentamos enseguida.

3.2.1 Puntos fijos

En el orbifold Z, unidimensional los puntos fijos estédn dados por

~ \

"\:\i)
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X = ?,
donde n; es un entero. Existe un nOmero infinito de puntos fijos, pero
solo dos puntos fijos son inequivalentes en el orbifold. Para entender
esto, recordemos que a cada punto fijo x le corresponde un elemento
g del grupo de espacio S llamado elemento constructor. Los elementos
de S para el orbifold Z, se pueden clasificar en dos clases de
conjugacién. Todos los elementos en una clase son elementos
conjugados y denotan al mismo punto fijo en el orbifold. Por lo tanto,
al tener dos clases de conjugaciéon en S se tienen dos puntos fijos
inequivalentes en el orbifold Z,. Por esta razén, hablamos de dos puntos
fijos (inequivalentes), y una muestra representativa de ellos se aprecia
en la Figura 3, por ejemplo el punto y la estrella que podemos asociar

1 .
ax=0cnn =0,y x= S con ny = 1, respectivamente. De esta

manera, los dos elementos constructores para los dos puntos fijos se
pueden denotar por

g = (a,myey),
dondea=—-1ym; =0,1.
3.2.2 Regla de seleccién del grupo de espacio

La regla de seleccién del grupo de espacio establece que el producto
de n elementos constructores g de S debe ser trivial, es decir,

1]?=1 9gj = (1'0)1

donde g; = (a¥,m,;De,) denota los elementos constructores para los
puntos fijos en el orbifold Z,, y (1,0) es el elemento identidad en el
grupo de espacio S. Por las relaciones de conjugacién para los
elementos de S, se tiene que el elemento (1,0) es equivalente a (1,0 +
Q) donde Q es la reticula invariante de los puntos fijos. En el orbifold
Z, se tiene que Q = (1 —a)n,e; = 2m, donde m denota un numero
entero, es decir Q estd formada por todos los nUmeros pares. De esta

ANO 21, NUM. 83
ISNN 2683-1840

73

&)

CienciAcierta

JULIO-SEPTIEMBRE 2025



manera, la regla de seleccién del grupo de espacio aplicada al orbifold
Z, se puede escribir como

l_[;'l=1 gj = H?:l(a(j)'ml(j)el) = (1,2771),

con m un numero entero. Al aplicar la regla de multiplicacién para los
elementos del grupo de espacio es posible obtener el elemento que
resulta de los n productos de elementos constructores. En esta parte es
conveniente separar la parte rotacional y traslacional, y analizar las
condiciones que se deben cumplir para ser consistentes con la regla de
seleccién del grupo de espacio.

En esta seccidén aplicamos las herramientas expuestas en la seccion 3.2
para obtener el grupo que resulta del orbifold Z,. Nos centramos
entonces en los puntos fijos y en la regla de seleccién del grupo de
espacio.

De la parte geométrica notamos que este orbifold tiene dos puntos fijos
inequivalentes, como se mostré en la Figura 3. El intercambio de ellos
es una simetria del orbifold, ya que su geometria sigue siendo la misma.
Esta simetria da lugar al grupo de permutaciones S,, el cual tiene dos
elementos, la identidad e y un elemento b tal que b? = e. El grupo S, es
algebraicamente igual al grupo Z,, es decir, cumple la misma regla de
multiplicacion.

Veamos ahora lo que establece la regla de seleccién del grupo de
espacio. La parte rotacional da la condicién

lo cual implica que n = 2m, donde m es un niUmero entero. Esto define
a un grupo Z,.
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La parte traslacional presenta la condicién
M@ +m® 4 oo b m,® = 2m,

Esto da lugar a ofro grupo Z,, el cual denotamos por Z," para
diferenciarlo en notacién con el grupo Z, de la parte rotacional. Se tiene
gue el grupo que resulta de la regla de seleccién del grupo de espacio
es Z, x Z,', llamado el producto directo de Z, con Z,'.

De esta forma, hemos obtenido un grupo de permutaciones S, por los
dos puntos fijos, y un grupo Z, x Z,' por la regla de seleccién del grupo
de espacio. El grupo que resulta del orbifold Z, estd dado por la
clausura multiplicativa de S, con Z, x Z,". Esto da origen al grupo
diedral D, a partir de la geometria del orbifold Z, en una dimensién
(Kobayashi y col., 2007).

Una manera de notar lo anterior es la siguiente. Sean a,p, y g4 los
elementos que generan los grupos S,,Z,y Z',, respectivamente. Se
cumple entonces que g? = e, para g = 0y, p,, 04. Ahora consideremos
la siguiente representacion de dimensién dos para cada uno de estos
tres elementos,

U(oy) = ((1) (1)) » Ulp2) = (_01 _01) , Ulos) = (é —01)'

Notamos que, efectivamente, se cumple U(g) *U(g) = U(g)* =1=
U(e), para g = 04,p2,04, ¥ donde 1 denota la matriz identidad de
dimensién dos. Esto muestra que cada una de estas tres matrices
generan un grupo S,,Z,y Z',, respectivamente. La clausura
multiplicativa de S, con Z, x Z', indica realizar los productos entre los
tres generadores para obtener un conjunto G de un cierto nUmero n
elementos que sea cerrado, es decir, que el producto de cualesquiera
de estos n elementos de como resultado un elemento que pertenece al
conjunto G. Este conjunto de n elementos da lugar al grupo G que
resulta del orbifold Z,.

Explicitamente, a partir de los tres elementos generadores U(a;), U(p,)
y U(o,) se tienen los siguientes resultados,

ANO 21, NUM. 83
ISNN 2683-1840

75

CienciAcierta

JULIO-SEPTIEMBRE 2025



U < UG =V =(°, ). U+ @) =U(py)

(0 -1
=(1 %)
-1 0
U(p) *Ue) = UG = (5 1), Ul0a) xU(o) = U(p3)
(0 1
N (—1 o)'
De esta manera, se obtiene un conjunto G de ocho elementos que es

cerrado bajo la operaciéon de multiplicacién de matrices. Este conjunto
estd dado por,

G ={U(e),U(p1),U(p2), U(p3),U(01),U(02),U(03), U(gs)}-

Se tiene que los elementos de G cumplen la regla de multiplicacion del
grupo D, presentada en la Tabla 2. Por ejemplo,

U(p) +U(a) = UG =(] 1), UG +UGp) =@ =(; 2)
Por lo tanto, el grupo que resulta de la geometria del orbifold Z,
unidimensional es G = D,, el grupo diedral de ocho elementos. Esto
representa un origen distinto para el grupo D, mediante las
propiedades geométricas y algebraicas del orbifold Z,. Resulta que los
orbifolds y los grupos tienen aplicaciones importantes en el contexto de
las compactificaciones de cuerdas y la fisica de particulas. De esto
platicamos en la siguiente seccién.

Los orbifolds y grupos son relevantes en el contexto de la teoria de
cuerdas y su compactificacion en orbifolds para obtener modelos
prometedores en la fisica de particulas. En la Figura 4 se muestra un
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esquema que ilustra estas conexiones, las cuales comentamos
enseguida.

Los orbifolds son usados en la compactificacién de la cuerda heterética.
Esta teoria estd definida en un espacio-tiempo de diez dimensiones y
tiene un grupo G1 que la caracteriza y un contenido de particulas C1.
Para hacer contacto con nuestro mundo ordinario de cuatr dimensiones
(tfres dimensiones espaciales y una temporal), es necesario
compactificar (enrollar u ocultar) las seis dimensiones espaciales
adicionales de la teoria de cuerdas en un espacio compacto, donde un
ejemplo de tal espacio es un orbifold en seis dimensiones. Al realizar el
proceso de compactificacion en orbifolds se obtienen modelos en cuatro
dimensiones que pueden ser usados para estudiar diversos aspectos en
la fisica de particulas.

Teoria de cuerdas

Orbifolds —— Grupos

Fisica de particulas

Figura 4. Esquema que muestra una relacién entre orbifolds y grupos en el contexto
de las compactificaciones de cuerdas en orbifolds con aplicaciones en la fisica de
particulas.

Tales modelos estdn caracterizados, entre otros detalles, por un grupo
G2 que es subgrupo de G1, y un contenido C2 de particulas que contiene
las particulas de C1 que sobreviven la compactificacién y otras nuevas
particulas. Las caracteristicas de G2 y C2 dependen, por ejemplo, de la
geometria de los orbifolds y de los pardmetros usados en las
compactificaciones, tales como los Illamados vectores de
desplazamiento y lineas de Wilson (Ramos-Sénchez, 2009).
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En el estudio de la fisica de particulas se tiene al ME, el cual es una teoria
en cuatro dimensiones caracterizada por un grupo Hy un contenido de
particulas M, clasificadas en bolsones y fermiones. El grupo H es un
subgrupo del grupo G, y el conjunto de particula M es un subconjunto
del conjunto de particulas C,. Uno de los intentos en las
compactificaciones de cuerdas en orbifolds es obtener modelos en
cuatro dimensiones que sean cercanos al ME de la fisica de particulas
en el sentido de que estos modelos contengan el grupo y particulas del
ME, ademds de un menor nimero y tipo de particulas adicionales a las
ME. Tales modelos son llamados modelos tipo ME y han sido
identificados en distintos orbifolds (Pérez Martinez y col., 2021).

Un problema en la fisica de particulas es el problema del sabor, el cual
se presenta en el sector de Yukawa del ME, donde los fermiones
adquieren masa mediante el mecanismo de Higgs o rompimiento
espontdneo de la simetria. Los experimentos indican que las masas de
los fermiones muestran un patrén de jerarquia, por ejemplo, los cuarks
de la tercera generacién son mds pesados que los de la primera. Las
masas de los fermiones en el ME dependen del valor esperado en el
vacio del Higgs y de pardmetros libres como los acoplamientos de
Yukawa, los cuales son ajustados para reproducir los valores de masa
medidos (Langacker, 2017). El problema del sabor busca explicar por
qué los pardmetros libres del ME tienen tales valores, y en consecuencia
explicar la jerarquia observada en los valores de masa para los
fermiones (quarks y leptones) del ME. El problema del sabor también
busca dar respuesta a otras cuestiones, por ejemplo, por qué solo
existen tres generaciones de fermiones, y por qué las matrices de mezcla
para leptones y cuarks son diferentes. Una matriz de mezcla esté
parametrizada, por ejemplo, por dngulos de rotacién llamados dngulos
de mezcla, y relacionan los estados cudnticos de los fermiones en dos
bases diferentes. Los dngulos de mezcla son otro conjunto de
pardmetros libres en el ME (Ishimoriy col., 2010; Zupan, 2019; Nilles y
Ramos-Sdnchez, 2024). Una manera de tratar este problema es
considerar grupos discretos no Abelianos como el grupo diedral D,, el
grupo de permutaciones S;, el grupo alternante A4,, el grupo A(54),
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entre otros (Hernéndez y col., 2022; Félix y col., 2006; Ishimori y col.,
2010, Bora y col., 2024). Los grupos usados en este contexto se les
suele llamar grupos de sabor, donde la palabra sabor hace referencia
a los distintos tipos o sabores de fermiones (por ejemplo, para los
leptones se tiene el electrén, el muén y el tau, ademds del neutrino del
electrén, del muén y del tau). Es remarcable conocer que varios grupos
de sabor pueden ser obtenidos de los orbifolds usados en las
compactificaciones de cuerdas (Kobayashi y col., 2007; Nilles y col.,
2012; Ramos-Sénchez y Vaudrevange, 2019). Por ejemplo, el grupo
diedral D, surge de la geometria del orbifold unidimensional con grupo
de punto Z,, mientras que el grupo A(54) puede originarse del orbifold
en dos dimensiones con grupo de punto Z; (Kobayashi y col., 2007).
Una lista més completa de grupos de sabor que se han encontrado en
distintas geometrias de orbifolds en seis dimensiones es reportada en
la referencia (Olguin-Trejo y col., 2018).

Mediante el uso de las propiedades matemdticas de los grupos, se
busca restringir o dar una forma a las estructuras que determinan las
masas de los fermiones en el ME y realizar predicciones para sus valores
de masa al ajustar un cierto nOmero de pardmetros con la finalidad de
comparar los resultados con las observaciones experimentales. El grupo
D, ha sido considerado en estas exploraciones (Miskaoui, 2024;
Srivastava y col., 2022; Herndndez y col., 2022). Modelos con
diferentes grupos de sabor, como D, y A(54), conllevan a distintas
predicciones ya que, por ejemplo, la manera de asignar a las particulas
de un cierto modelo a las representaciones del grupo de sabor
determina los acoplamientos de Yukawa permitidos entre los fermiones
y campos escalares del modelo, y en consecuencia, las estructuras que
dan lugar a las masas y dngulos de mezcla después del rompimiento
espontdneo de la simetria. Los acoplamientos de Yukawa entre los
fermiones y campos escalares como el Higgs deben ser invariantes no
solo bajo el grupo del ME, sino también ante el grupo de sabor
considerado (Ishimoriy col., 2010; Herndndez y col., 2022; Bora y col.,
2024). El hecho de que grupos de sabor como D, o A(54), puedan
originarse de una teoria mayor como la teoria de cuerdas y sus
compactificaciones en orbifolds, brinda una motivacién adicional para
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construir modelos de sabor basados en estos grupos (Ishimori y col.,
2008; Carballo-Pérez y col., 2016).

Se aprecia entonces que los grupos aparecen en los tres elementos
conectados verticalmente en el esquema de la Figura 4, es decir, estén
presentes en la teoria de cuerdas, en los orbifolds y en la fisica de
particulas. En la teoria de la cuerda heterética se tiene que un grupo
caracteriza al tipo de teoria, por ejemplo, puede ser G1 = Eg x Eg o
G1 =50(16) x SO(16) (Gross y col., 1985; Dixon y Harvey, 1986). En
los orbifolds hemos visto que su propia definicién involucra grupos tipo
Zy, ademds de que dan lugar a grupos de sabor, como el caso del
grupo D, a partir del orbifold Z, unidimensional. Por otra parte, el ME
de la fisica de particulas estd caracterizado por el grupo H = SU(3) x
SU(2) x U(1), y para tratar el problema del sabor se han considerado
grupos discretos no Abelianos como D, S3, A4, entre otros, (Ishimori y
col., 2010). Es importante mencionar que los grupos del ME y de la
teoria de cuerda heterética son ejemplos de grupos continuos o grupos
de Lie, los cuales tienen un lugar especial en la descripcién de las
interacciones fundamentales y la construcciéon de modelos més alla del
ME (Slansky, 1981; Babu y col., 2023; Rivero, 2024; Chiang y col.,
2024).

Otros grupos que también estdn siendo usados para tratar el problema
del sabor son los grupos modulares (Feruglio, 2018; Kikuchi y col.,
2022; Kobayashi y Tanimoto, 2024; Ding y King, 2024; Arriaga-
Osante y col., 2024). Una de sus ventajas es que permiten reducir el
nUmero de pardmetros necesarios para predecir los valores de masa y
mezcla para los fermiones, comparado al caso de los grupos discretos
no Abelianos que no son modulares. En el contexto de grupos
modulares de sabor se tiene que los acoplamientos de Yukawa son
formas modulares. Resulta interesante que, mediante ofros
procedimientos, algunos grupos modulares, junto con los llamados
grupos eclécticos, pueden ser obtenidos de la geometria de los orbifolds

usados en las compactificaciones de la cuerda heterética (Baur y col.,
2019; Nilles y col., 2020; Baur y col., 2024).

ANO 21, NUM. 83
ISNN 2683-1840

80

&)

CienciAcierta

JULIO-SEPTIEMBRE 2025



En este articulo mostramos cémo las propiedades geométricas y
algebraicas del orbifold Z, unidimensional dan lugar al grupo diedral
D,. En particular vimos que los puntos fijos y la regla de seleccién del
grupo de espacio son las propiedades que determinan al grupo que
surge del orbifold. Esto representa un origen diferente y atractivo para
el grupo diedral D,, comparado al caso usual donde el grupo D, es
obtenido por las simetrias del cuadrado.

Apreciamos que los orbifolds son interesantes ya que ademdés de dar
origen a distintos grupos, son empleados en la compactificacién de la
cuerda heterética para obtener modelos en la fisica de particulas y
estudiar problemas como el problema del sabor, el cual trata de
explicar, por ejemplo, el origen de la jerarquia de masas observada en
los fermiones del ME. Remarcamos que una propuesta para tratar el
problema del sabor es considerar grupos discretos no Abelianos como
el grupo diedral D,, aunque hay muchos otros grupos también. A los
grupos empleados en este contexto se les llama grupos de sabor.

Notamos que los grupos aparecen en distintos niveles de las teorias
fisicas. Por ejemplo, en en la compactificaciéon de la cuerda heterética
en orbifolds y en la fisica de particulas. Por lo tanto, los grupos y
orbifolds son estructuras que vale la pena seguir explorando para
vislumbrar, junto con otros elementos de las teorias modernas de la
fisica, las razones del por qué observamos la jerarquia de masas para
los fermiones, ademds de proveernos de herramientas matemdticas de
simetria que nos ayudan a entender una parte de la naturaleza de
nuestro Universo.
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