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ORIGEN DEL GRUPO 𝑫𝟒 EN EL ORBIFOLD 𝒁𝟐: UNA 

PUERTA PARA CONOCER LA IMPORTANCIA DE LOS 

GRUPOS Y ORBIFOLDS EN LA FÍSICA 
 
ORIGIN OF THE DIHEDRAL GROUP 𝐷4 IN THE 𝑍2 ORBIFOLD: A 

DOOR TO KNOW THE IMPORTANCE OF GROUPS AND 

ORBIFOLDS IN PHYSICS 

 

 

RESUMEN 

Los grupos discretos y los orbifolds son estructuras matemáticas que 
desempeñan un papel clave en la teoría de cuerdas y su conexión con 
la física de partículas, proporcionando una base geométrica y 
algebraica para comprender simetrías y aspectos fundamentales de las 
teorías físicas. En este trabajo analizamos el origen del grupo diedral 𝐷4 en un contexto de compactificación de cuerdas en orbifolds, 
destacando su relevancia en la descripción de la jeraquía de masas y 
en la construcción de modelos de sabor en física de partículas. 

Palabras clave: grupos; orbifolds; cuerdas; compactificación; física 
de partículas. 

 
 

ABSTRACT 

Discrete groups and orbifolds are mathematical structures that play a key 

role in string theory and its connection with particle physics, providing a 

geometric and algebraic basis for understanding symmetries and 

fundamental aspects of physical theories. In this work, we analyze the 

origin of the 𝐷4 dihedral group in the context of orbifold compactification 

of strings, highlighting its relevance for describing the mass hierarchy 

and for constructing flavor models in particle physics. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Los grupos son estructuras algebraicas que nos ayudan a estudiar y 
describir las simetrías de un objeto o un sistema físico, así como a 
entender sus implicaciones. Es usualmente conocido que las 
transformaciones de simetría (rotaciones y reflexiones) de un polígono 
regular forman el llamado grupo diedral o grupo diédrico. Un caso 
particular es el grupo diedral 𝐷4, el cual se obtiene   por las 
transformaciones de simetría del cuadrado (Ramond, 2010).  

Los grupos tienen aplicaciones importantes en la física de partículas. En 
este campo existe un modelo llamado el Modelo Estándar (ME), el cual 
describe las partículas elementales y sus interacciones. El ME está 
formado por fermiones (leptones y cuarks), el bosón de Higgs y bosones 
de norma, los cuales son los mediadores de las interacciones 
fundamentales. Los fermiones están agrupados en tres generaciones o 
familias, por ejemplo, para los leptones la primera generación está 
formada por el electrón y el neutrino del electrón, mientras que el cuark 
top y el cuark down forman la primera generación de cuarks. En el 
sector de Yukawa del ME se presentan las interacciones entre los 
fermiones con el campo de Higgs. Mediante el rompimiento espontáneo 
de la simetría, o mecanismo de Higgs, los fermiones adquieren masas, 
las cuales dependen del valor de expectación en el vacío del Higgs y de 
parámetros libres como los acoplamientos de Yukawa (Langacker, 
2017). Tales parámetros se ajustan a las observaciones experimentales, 
las cuales indican un patrón de jerarquía entre las masas de los 
fermiones. Por ejemplo, los fermiones de la tercera generación son más 
pesados que los de la primera. Esto un aspecto que el ME no explica, es 
decir, por qué los fermiones tienen tales valores de masa. Esto forma 
parte de un problema en física más allá del ME llamado el problema 
del sabor (Langacker, 2017; Zupan, 2019). Una de las propuestas para 
explicar este problema es considerar grupos discretos no Abelianos 
como el grupo diedral 𝐷4, el grupo de permutaciones 𝑆3, entre otros 
(Ishimori y col., 2010; Hernández y col., 2022; Miskaoui, 2024). A los 
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grupos utilizados en este contexto se les suele llamar grupos de sabor, 
donde la palabra sabor se refiere a los distintos tipos o sabores de 
fermiones del ME. 

El origen de algunos de estos grupos puede presentarse en las 
propiedades geométricas y algebraicas de los orbifolds usados en las 
compactificaciones de cuerdas (Kobayashi y col., 2007; Nilles y col., 
2012; Ramos-Sánchez y Vaudrevange, 2019). Una teoría de cuerdas 
como la cuerda heterótica está definida en diez dimensiones (Gross y 
col., 1985). Para hacer contacto con nuestro mundo en cuatro 
dimensiones es necesario compactificar seis dimensiones en un orbifold 
(Dixon y col., 1985). La geometría del orbifold determina las 
propiedades de los modelos en cuatro dimensiones que provienen de 
las compactificaciones de cuerdas (Ramos-Sánchez, 2009) y también 
ofrecen un origen a grupos de sabor (Olguín-Trejo y col., 2018). 
Además de los orbifolds, existen otros espacios para efectuar la 
compactificación de cuerdas, por ejemplo, toros y espacios de Calabi-
Yau. Los primeros no reproducen la propiedad de quiralidad de los 
fermiones del ME, mientras que los segundos son más complejos 
matemáticamente (Ramos‐Sánchez, 2009). Los orbifolds, por otra 
parte, si reproducen la quiralidad de los fermiones y son 
geométricamente más simples. Por estas razones nos enfocamos a los 
orbifolds.   

El grupo diedral 𝐷4 es especial en el contexto de los orbifolds y los 
grupos por las siguientes razones. La primera es que este grupo es 
usualmente obtenido por las simetrías del cuadrado (Ramond, 2010), 
la segunda es que ha sido aplicado para explorar el problema del sabor 
en la física de partículas (Ishimori y col., 2008; Hernández y col., 2022; 
Srivastava y col., 2022), y la tercera es que puede originarse en un 
orbifold con una geometría accesible de visualizar (Kobayashi y col., 
2007), ilustrando así, un origen distinto al usual para este grupo. Por 
estas razones nos enfocamos al grupo 𝐷4 en este artículo con los 
objetivos siguientes. Primero, mostrar que el grupo diedral 𝐷4 puede 
originarse en el orbifold 𝑍2 unidimensional (Kobayashi y col., 2007). 
Segundo, dar a conocer la importancia de los orbifolds y los grupos en 
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el contexto de las compactificaciones de cuerdas y la física de partículas, 
en particular en el problema del sabor.  

El contenido del presente artículo es el siguiente.  En la sección 2 se 
presentan algunas definiciones y propiedades de los grupos, además 
de mostrar el grupo diedral 𝐷4. En la sección 3 hablamos de los 
orbifolds y las herramientas para obtener el grupo de sabor asociado a 
un orbifold. En la sección 4 mostramos cómo surge el grupo diedral 𝐷4 
en el orbifold 𝑍2 unidimensional. En la sección 5 comentamos sobre la 
importancia de los orbifolds y los grupos en las compactificaciones de 
cuerdas y en la física de partículas. Finalmente, en la sección 5 
presentamos las conclusiones.      

 

 

2. GRUPOS 

Un grupo es un conjunto de elementos 𝐺 = {𝑔0, 𝑔1,𝑔3, … }, donde una 
operación producto, denotada por ◦, está definida entre sus elementos 
y tal que se cumplen las siguientes propiedades: 

a) La operación  ◦  es cerrada, es decir,  el producto de dos 
elementos en 𝐺 nos da un tercer elemento que pertenece a 𝐺. 
Por ejemplo, 𝑔1 ◦ 𝑔2 =  𝑔3, donde 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 son elementos de 𝐺.   

b) La operación ◦ es asociativa, es decir, el resultado del producto 
de tres elementos de 𝐺 no depende de la asociación de dos de 
ellos. Por ejemplo, (𝑔1 ◦ 𝑔2) ◦ 𝑔3 =  𝑔1 ◦ (𝑔2 ◦ 𝑔3), donde 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 son elementos de 𝐺.    

c) Existe un elemento identidad 𝑔0 = 𝑒, tal que 𝑔𝑖 ◦ 𝑒 = 𝑔𝑖, para 
todo 𝑔𝑖 en 𝐺. 

d) Cada elemento 𝑔𝑖en 𝐺 tiene su inverso 𝑔𝑖−1 en 𝐺 tal que 𝑔𝑖 ◦𝑔𝑖−1 = 𝑒.  
Un grupo es no Abeliano si 𝑔𝑖 ◦ 𝑔𝑗 ≠ 𝑔𝑗 ◦ 𝑔𝑖, para al menos dos 

elementos 𝑔𝑖, 𝑔𝑗 de   𝐺, de otra forma es un grupo Abeliano. Si los 
elementos de 𝐺 no dependen de parámetros que varían en forma 
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continua en un intervalo de valores se dice que el grupo es discreto. Un 
grupo es finito si el número de sus elementos es finito. 

Un ejemplo de grupo discreto Abeliano es el grupo cíclico 𝑍2 = {𝑒, 𝑎}, 
donde 𝑎 es el generador del grupo y cumple 𝑎2 = 𝑒. Se dice entonces 
que el elemento 𝑎 es de orden dos. La regla de multiplicación del grupo 𝑍2 está dada en la Tabla 1.  

Tabla 1. Regla de multiplicación del grupo 𝑍2. 
 

◦ e a 

e e a 

a a e 

 
Esto indica que 𝑒 ◦ 𝑒 = 𝑒, 𝑒 ◦ 𝑎 = 𝑎, 𝑎 ◦ 𝑒 = 𝑎 y 𝑎 ◦ 𝑎 = 𝑎2 = 𝑒. En 
este caso el elemento 𝑎 es su propio inverso pues 𝑎 es de orden dos.    

Los elementos de un grupo 𝐺 se pueden clasificar en clases de 
conjugación, las cuales están formadas por elementos de 𝐺 que son 
conjugados entre sí. Dos elementos 𝑔 y 𝑔′ son conjugados con respecto 
a otro elemento ℎ de 𝐺 si se cumple que ℎ ◦ 𝑔 ◦ ℎ−1 = 𝑔′. Las clases 
de conjugación no tienen elementos en común y la clase trivial la forma 
el elemento identidad. De esta forma la unión de clases de conjugación 
resulta en todos los elementos del grupo 𝐺.  

Una representación matricial del grupo 𝐺 es un mapeo de los elementos 𝑔 a matrices 𝑈(𝑔) en un espacio vectorial 𝑉 de dimensión igual al 
tamaño de las matrices 𝑈(𝑔) y tal que se cumplen las siguientes dos 
propiedades:  

i) 𝑈(𝑒) = 𝟙, donde 𝟙 es la matriz identidad en 𝑉. 
ii) Si 𝑔1 ◦ 𝑔2 = 𝑔3 en 𝐺, entonces 𝑈(𝑔1) ∗ 𝑈(𝑔2) = 𝑈(𝑔3) en 𝑉, 

donde ∗ indica la multiplicación de matrices.  

Una representación matricial en un espacio vectorial 𝑉 en dos 
dimensiones para este grupo 𝑍2 es {𝑈(𝑒), 𝑈(𝑎)}, donde   
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𝑈(𝑒) = (1 00 1)     ,      𝑈(𝑎) = (−1 00 −1). 
Otras opciones para 𝑈(𝑎) son, 𝑈(𝑎) = (0 11 0)    y   𝑈(𝑎) = (1 00 −1). 
Cada una de estas tres representaciones para el elemento 𝑎 de 𝑍2 
cumple 𝑈(𝑎) ∗ 𝑈(𝑎) = 𝑈(𝑎)2 = 𝑈(𝑒) = 𝟙. Por lo tanto, el conjunto de 
matrices  𝐾 = {𝑈(𝑒), 𝑈(𝑎)}, donde U(a) es cualquiera de las tres 
matrices presentadas anteriormente, forman un grupo 𝑍2. Es directo 
verificar que estos elementos cumplen la regla de multiplicación de 𝑍2.
  

2.1 GRUPO DIEDRAL D4  

El grupo diedral 𝐷4 es el grupo de simetrías del cuadrado bajo las 
siguientes transformaciones: rotaciones de 90˚ con respecto a su centro 
y reflexiones con respecto a sus cuatro ejes de simetría, los cuales se 
muestran en la Figura 1. Este conjunto de transformaciones cumple las 
propiedades que definen a un grupo, el cual es conocido como el grupo 
diedral o diédrico 𝐷4. Este grupo tiene ocho elementos que denotamos 
por 𝐷4 = {𝑒, 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4}, 
donde 𝑒 denota al elemento identidad, las rotaciones corresponden a 𝜌𝑖 , 𝑖 = 1,2,3, y las reflexiones a 𝜎𝑗 , 𝑗 = 1,2,3,4. Se cumple que 𝜌14 = 𝑒 y 

que 𝜎𝑗2 = 𝑒 para 𝑗 = 1,2,3,4. Esto nos dice que la rotación 𝜌1 de 90˚ es 

de orden cuatro, y que cada una de las reflexiones 𝜎𝑗 son de orden dos. 
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Figura 1. Geométricamente el grupo diedral 𝐷4 surge por las transformaciones de 
simetría del cuadrado: rotaciones de 90˚ con respecto a su centro, y reflexiones 

respecto a sus cuatro ejes de simetría mostrados con líneas punteadas. 

 
La regla de multiplicación del grupo 𝐷4 se presenta en la Tabla 2, la 
cual nos dice el resultado de multiplicar elementos de 𝐷4. Por ejemplo, 𝜎1 ◦ 𝜎3 =  𝜌2,  𝜌3 ◦ 𝜎4 =  𝜎3, etc. Notamos que no todos los elementos 
conmutan, por ejemplo, 𝜎4 ◦ 𝜌1 = 𝜎3, mientras que 𝜌1 ◦ 𝜎4 = 𝜎1. Por 
lo tanto, el grupo 𝐷4 es un grupo no Abeliano. 

 
Tabla 2. Regla de multiplicación del grupo 𝐷4. 

 ◦ 𝒆 𝝆𝟏 𝝆𝟐 𝝆𝟑 𝝈𝟏 𝝈𝟐 𝝈𝟑 𝝈𝟒 𝒆 𝑒 𝜌1 𝜌2 𝜌3 𝜎1 𝜎2 𝜎3 𝜎4 𝝆𝟏 𝜌1 𝜌2 𝜌3 𝑒 𝜎2 𝜎3 𝜎4 𝜎1 𝝆𝟐 𝜌2 𝜌3 𝑒 𝜌1 𝜎3 𝜎4 𝜎1 𝜎2 𝝆𝟑 𝜌3 𝑒 𝜌1 𝜌2 𝜎4 𝜎1 𝜎2 𝜎3 𝝈𝟏 𝜎1 𝜎4 𝜎3 𝜎2 𝑒 𝜌3 𝜌2 𝜌1 𝝈𝟐 𝜎2 𝜎1 𝜎4 𝜎3 𝜌1 𝑒 𝜌3 𝜌2 𝝈𝟑 𝜎3 𝜎2 𝜎1 𝜎4 𝜌2 𝜌1 𝑒 𝜌3 𝝈𝟒 𝜎4 𝜎3 𝜎2 𝜎1 𝜌3 𝜌2 𝜌1 𝑒 
 
Una representación matricial en un espacio vectorial 𝑉 de dos 
dimensiones para el grupo 𝐷4 es la siguiente (Ishimori et al., 2010),  
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 𝑈(𝑒) = (1 00 1) ,  𝑈(𝜌1) = (0 −11 0 ) , 𝑈(𝜌2) = (−1 00 −1) ,  𝑈(𝜌3) =( 0 1−1 0)       𝑈(𝜎1) = (0 11 0) , 𝑈(𝜎2) = (−1 00 1) ,  𝑈(𝜎3) = ( 0 −1−1 0 ) ,  𝑈(𝜎4) =(1 00 −1). 
 

Esta representación cumple, obviamente, las propiedades que definen 
a una representación del grupo, es decir, 𝑈(𝑒) = 𝟙 (la matriz identidad), 
y 𝑈(𝑔1) ∗ 𝑈(𝑔2) = 𝑈(𝑔3) en 𝑉 si 𝑔1 ◦ 𝑔2 = 𝑔3 en 𝐷4. Por ejemplo,  𝑈(𝜎2) ∗ 𝑈(𝜎1) = 𝑈(𝜌1)   ,       𝑈(𝜌3) ∗ 𝑈(𝜎3) = 𝑈(𝜎2), 
lo cual está en acuerdo con los productos 𝜎2 ◦ 𝜎1 =  𝜌1 y 𝜌3 ◦ 𝜎3 = 𝜎2 
en 𝐷4 mostrados en la Tabla 2.  

El origen del grupo 𝐷4 por las transformaciones de simetría del 
cuadrado brinda una conexión importante entre un objeto con 
geometría usual y la estructura algebraica de un grupo. En la siguiente 
sección mostramos un origen distinto para este grupo usando las 
propiedades geométricas y algebraicas de un orbifold.   

 

 

3. ORBIFOLD 

Un orbifold toroidal Abeliano en 𝑑 dimensiones se define mediante la 
relación 𝑂 = 𝑇𝑃 , 
donde 𝑇 es el toro en 𝑑 dimensiones y 𝑃 es el grupo de punto, que en 
nuestro caso corresponde al grupo cíclico 𝑍𝑁.  El toro 𝑇 se define por 𝑇 = 𝑅𝛬 ,  
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donde 𝑅 es el espacio real en 𝑑 dimensiones y Λ es la retícula del toro 𝑇 definida por   𝛬 = {𝑛𝑖𝑒𝑖,   𝑛𝑖 ∈ 𝑍} , 
donde 𝑒𝑖, con 𝑖 = 1,2, … , 𝑑, son los vectores base de la retícula Λ. El 
grupo de punto 𝑃 = 𝑍𝑁 debe ser una simetría de la retícula del toro.  
Una manera alternativa de definir al orbifold está dada por 𝑂 = 𝑅𝑆 ,  
donde 𝑆 es el grupo de espacio, el cual está formado por el grupo de 
punto 𝑃 = 𝑍𝑁 y por las traslaciones 𝑛𝑖𝑒𝑖 en la retícula Λ del toro. Los 
elementos de 𝑆 son denotados por 𝑔 = (𝜗, 𝜆), donde ϑ es un elemento 
de 𝑃 = 𝑍𝑁, y 𝜆 = 𝑛𝑖𝑒𝑖 es una traslación en la retícula. El producto de 
dos elementos en 𝑆 está definido mediante 𝑔1𝑔2 = (𝜗1, 𝜆1)(𝜗2, 𝜆2) = (𝜗1𝜗2, 𝜗1𝜆2 + 𝜆1). 

La definición del toro establece que las coordenadas 𝑥 de 𝑅 están 
relacionadas por 𝑥′ = 𝑥 + 𝑛𝑖𝑒𝑖, 
mientras que la definición del orbifold indica que los elementos 𝑔 del 
grupo de espacio 𝑆 actúan sobre las coordenadas 𝑥 de 𝑅 mediante la 
identificación 𝑥′ = 𝑔𝑥 = (𝜗, 𝑛𝑖𝑒𝑖)𝑥 = 𝜗𝑥 + 𝑛𝑖𝑒𝑖. 
En el orbifold se pueden tener puntos fijos cuando 𝑥′ = 𝑥 en la 
expresión anterior. De esta forma los puntos fijos están dados por 𝑥 = (1 − 𝜗)−1𝑛𝑖𝑒𝑖 
El elemento 𝑔 = (𝜗, 𝑛𝑖𝑒𝑖) de 𝑆 asociado a un punto fijo 𝑥 se le llama 
elemento constructor. Por la relación de conjugación en el grupo de 
espacio 𝑆 se tiene que el elemento 𝑔 = (𝜗, 𝜆) es conjugado de 𝑔′ =(𝜗, 𝜆 + Ω), donde a Ω = (1 − 𝜗)𝛬 se le conoce como la retícula 
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invariante de los puntos fijos. Entonces, dos elementos de 𝑆 son 
conjugados si difieren por una traslación en la retícula invariante de los 
puntos fijos. 

 

3.1 ORBIFOLD 𝑍2 UNIDIMENSIONAL 

En este orbifold el grupo de punto 𝑃 es el grupo cíclico 𝑍2 = {𝑒, 𝑎}, 
donde 𝑎2 = 𝑒. Al elemento 𝑎 se le llama el generador del grupo. Una 
representación unidimensional de 𝑍2 es   𝑒 = 1 y 𝑎 = −1. Este grupo 
puede relacionarse a una reflexión de 𝑥 a – 𝑥. Por ejemplo, el punto 𝑥 
es enviado a su reflejo −𝑥 mediante la acción del elemento 𝑎 de 𝑍2 
sobre 𝑥, es decir, 𝑎𝑥 = −𝑥  

La retícula del toro es 𝛬 = {𝑛1𝑒1}, donde 𝑛1 es un número entero, y 𝑒1 =1 por simplicidad. De la definición del toro se tiene la identificación 𝑥′ = 𝑥 + 𝑛1𝑒1, 

lo cual nos dice que todos los puntos 𝑥 en el espacio real 
unidimensional 𝑅 que difieren por una traslación 𝑛1𝑒1 denotan el 
mismo punto en el toro. Esto es equivalente a la geometría del círculo 
como se muestra en la Figura 2. Notamos que la reflexión efectuada 
por Z2 es una simetría de la reticula del toro unidimensional, razón por 
la cual hemos elegido al grupo de punto 𝑃 como 𝑍2. 

 

 
 

Figura 2. Geometría del toro unidimensional. A la izquierda se muestra la retícula 
del toro, donde cada punto es identificado a sí mismo en el toro. Esto representa la 

geometría del círculo. El dominio fundamental del toro se muestra resaltando la 
longitud entre dos puntos adyacentes en la figura de la izquierda y corresponde a la 

circunferencia del círculo. 
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El orbifold 𝑍2 en una dimensión está dado por 
 𝑂 = 𝑇𝑍2. 
Esto nos dice que aplicamos una simetría de reflexión 𝑍2 al toro 
unidimensional (el círculo). ahora los puntos 𝑥 en 𝑅 están relacionados 
por 𝑥′ = 𝑎𝑥 + 𝑛1𝑒1 = −𝑥 + 𝑛1𝑒1, 
donde hemos usado que 𝑎 = −1, el elemento no trivial de 𝑍2. Al realizar 
esta identificación obtenemos el orbifold 𝑍2, donde los dos puntos que 
quedan inalterados ante esta reflexión son llamados puntos fijos. Una 
manera ilustrativa de ver esto se muestra en la Figura 3. 

 

 
 
Figura 3. El orbifold 𝑍2 se obtiene al aplicar una simetría discreta de reflexión 𝑍2 al 
círculo (toro en una dimensión). La geometría de este orbifold es un semicírculo. El 
dominio fundamental del orbifold es ahora la mitad del dominio fundamental del 
círculo, y está acotado por dos puntos fijos denotados por una estrella y un punto. 

 

3.2 ELEMENTOS PARA DETERMINAR EL GRUPO QUE RESULTA DEL 

ORBIFOLD 𝑍2 

Los principales elementos que determinan al grupo que surge de la 
geometría de un orbifold son los puntos fijos y la regla de selección del 
grupo de espacio, los cuales presentamos enseguida.  
 
3.2.1 Puntos fijos 

En el orbifold 𝑍2 unidimensional los puntos fijos están dados por 
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𝑥 = 𝑛12 , 

donde 𝑛1 es un entero. Existe un número infinito de puntos fijos, pero 
solo dos puntos fijos son inequivalentes en el orbifold. Para entender 
esto, recordemos que a cada punto fijo 𝑥 le corresponde un elemento 𝑔 del grupo de espacio 𝑆 llamado elemento constructor. Los elementos 
de 𝑆 para el orbifold 𝑍2 se pueden clasificar en dos clases de 
conjugación. Todos los elementos en una clase son elementos 
conjugados y denotan al mismo punto fijo en el orbifold. Por lo tanto, 
al tener dos clases de conjugación en 𝑆 se tienen dos puntos fijos 
inequivalentes en el orbifold 𝑍2. Por esta razón, hablamos de dos puntos 
fijos (inequivalentes), y una muestra representativa de ellos se aprecia 
en la Figura 3, por ejemplo el punto y la estrella que podemos asociar 

a 𝑥 = 0 con 𝑛1 = 0, y 𝑥 = 12 con 𝑛1 = 1, respectivamente. De esta 

manera, los dos elementos constructores para los dos puntos fijos se 
pueden denotar por 𝑔 = (𝑎, 𝑚1𝑒1), 
donde 𝑎 = −1 y 𝑚1 = 0,1.   

3.2.2 Regla de selección del grupo de espacio 

La regla de selección del grupo de espacio establece que el producto 
de 𝑛 elementos constructores 𝑔 de 𝑆 debe ser trivial, es decir, ∏ 𝑔𝑗 =𝑛𝑗=1 (1,0), 
donde 𝑔𝑗 = (𝑎(𝑗), 𝑚1(𝑗)𝑒1) denota los elementos constructores para los 

puntos fijos en el orbifold 𝑍2, y (1,0) es el elemento identidad en el 
grupo de espacio 𝑆.  Por las relaciones de conjugación para los 
elementos de 𝑆, se tiene que el elemento (1,0) es equivalente a (1,0 +Ω) donde Ω es la retícula invariante de los puntos fijos. En el orbifold 𝑍2 se tiene que Ω = (1 − 𝑎)𝑛1𝑒1 = 2𝑚, donde 𝑚 denota un numero 
entero, es decir Ω está formada por todos los números pares.  De esta 
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manera, la regla de selección del grupo de espacio aplicada al orbifold 𝑍2 se puede escribir como ∏ 𝑔𝑗 = ∏ (𝑎(𝑗), 𝑚1(𝑗)𝑒1)𝑛𝑗=1 =𝑛𝑗=1 (1,2𝑚), 
con 𝑚 un número entero.  Al aplicar la regla de multiplicación para los 
elementos del grupo de espacio es posible obtener el elemento que 
resulta de los 𝑛 productos de elementos constructores. En esta parte es 
conveniente separar la parte rotacional y traslacional, y analizar las 
condiciones que se deben cumplir para ser consistentes con la regla de 
selección del grupo de espacio.  

 

 

4. ORIGEN DEL GRUPO D4 EN EL ORBIFOLD Z2 

En esta sección aplicamos las herramientas expuestas en la sección 3.2 
para obtener el grupo que resulta del orbifold 𝑍2. Nos centramos 
entonces en los puntos fijos y en la regla de selección del grupo de 
espacio.  

De la parte geométrica notamos que este orbifold tiene dos puntos fijos 
inequivalentes, como se mostró en la Figura 3. El intercambio de ellos 
es una simetría del orbifold, ya que su geometría sigue siendo la misma. 
Esta simetría da lugar al grupo de permutaciones 𝑆2, el cual tiene dos 
elementos, la identidad 𝑒 y un elemento 𝑏 tal que 𝑏2 = 𝑒. El grupo 𝑆2 es 
algebraicamente igual al grupo 𝑍2, es decir, cumple la misma regla de 
multiplicación.   

Veamos ahora lo que establece la regla de selección del grupo de 
espacio. La parte rotacional da la condición 𝑎𝑛 = 1, 

lo cual implica que 𝑛 = 2𝑚, donde 𝑚 es un número entero.  Esto define 
a un grupo 𝑍2. 
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La parte traslacional presenta la condición 𝑚1(1) + 𝑚1(2) + ⋯ + 𝑚1(𝑛) = 2𝑚, 
Esto da lugar a otro grupo 𝑍2, el cual denotamos por 𝑍2′ para 
diferenciarlo en notación con el grupo 𝑍2 de la parte rotacional. Se tiene 
que el grupo que resulta de la regla de selección del grupo de espacio 
es 𝑍2 ⨯ 𝑍2′, llamado el producto directo de 𝑍2 con 𝑍2′.  
De esta forma, hemos obtenido un grupo de permutaciones 𝑆2 por los 
dos puntos fijos, y un grupo 𝑍2 ⨯ 𝑍2′ por la regla de selección del grupo 
de espacio. El grupo que resulta del orbifold 𝑍2 está dado por la 
clausura multiplicativa de 𝑆2 con 𝑍2 ⨯ 𝑍2′. Esto da origen al grupo 
diedral 𝐷4 a partir de la geometría del orbifold 𝑍2 en una dimensión 
(Kobayashi y col., 2007). 

Una manera de notar lo anterior es la siguiente. Sean 𝜎1, 𝜌2 y 𝜎4 los 
elementos que generan los grupos   𝑆2, 𝑍2 y 𝑍′2, respectivamente. Se 
cumple entonces que 𝑔2 = 𝑒, para 𝑔 = 𝜎1, 𝜌2, 𝜎4. Ahora consideremos 
la siguiente representación de dimensión dos para cada uno de estos 
tres elementos, 𝑈(𝜎1) = (0 11 0) ,   𝑈(𝜌2) = (−1 00 −1) ,   𝑈(𝜎4) = (1 00 −1). 

Notamos que, efectivamente, se cumple 𝑈(𝑔) ∗ 𝑈(𝑔) = 𝑈(𝑔)2 = 𝟙 =𝑈(𝑒), para 𝑔 = 𝜎1, 𝜌2, 𝜎4, y donde 𝟙 denota la matriz identidad de 
dimensión dos. Esto muestra que cada una de estas tres matrices 
generan un grupo 𝑆2, 𝑍2 y 𝑍′2, respectivamente. La clausura 
multiplicativa de 𝑆2 con 𝑍2 ⨯ 𝑍′2 indica realizar los productos entre los 
tres generadores para obtener un conjunto 𝐺 de un cierto número 𝑛 
elementos que sea cerrado, es decir, que el producto de cualesquiera 
de estos 𝑛 elementos de como resultado un elemento que pertenece al 
conjunto 𝐺.  Este conjunto de 𝑛 elementos da lugar al grupo 𝐺 que 
resulta del orbifold 𝑍2. 

Explícitamente, a partir de los tres elementos generadores 𝑈(𝜎1), 𝑈(𝜌2) 
y 𝑈(𝜎4) se tienen los siguientes resultados, 
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𝑈(𝜎1) ∗ 𝑈(𝜌2) = 𝑈(𝜎3) = ( 0 −1−1 0 )  ,     𝑈(𝜎1) ∗ 𝑈(𝜎4) = 𝑈(𝜌1)= (0 −11 0 )  
𝑈(𝜌2) ∗ 𝑈(𝜎4) = 𝑈(𝜎2) = (−1 00 1)  ,     𝑈(𝜎4) ∗ 𝑈(𝜎1) = 𝑈(𝜌3)= ( 0 1−1 0). 

De esta manera, se obtiene un conjunto 𝐺 de ocho elementos que es 
cerrado bajo la operación de multiplicación de matrices. Este conjunto 
está dado por, 𝐺 = {𝑈(𝑒), 𝑈(𝜌1), 𝑈(𝜌2), 𝑈(𝜌3), 𝑈(𝜎1), 𝑈(𝜎2), 𝑈(𝜎3), 𝑈(𝜎4)}. 
Se tiene que los elementos de 𝐺 cumplen la regla de multiplicación del 
grupo 𝐷4 presentada en la Tabla 2.  Por ejemplo,  𝑈(𝜌3) ∗ 𝑈(𝜎2) = 𝑈(𝜎1) = (0 11 0)  ,     𝑈(𝜌1) ∗ 𝑈(𝜌3) = 𝑈(𝑒) = (1 00 1), 
Por lo tanto, el grupo que resulta de la geometría del orbifold 𝑍2 
unidimensional es 𝐺 = 𝐷4, el grupo diedral de ocho elementos. Esto 
representa un origen distinto para el grupo 𝐷4 mediante las 
propiedades geométricas y algebraicas del orbifold 𝑍2. Resulta que los 
orbifolds y los grupos tienen aplicaciones importantes en el contexto de 
las compactificaciones de cuerdas y la física de partículas. De esto 
platicamos en la siguiente sección.  

 

 

5. ORBIFOLDS Y GRUPOS: IMPORTANCIA EN LA FÍSICA 

Los orbifolds y grupos son relevantes en el contexto de la teoría de 
cuerdas y su compactificación en orbifolds para obtener modelos 
prometedores en la física de partículas. En la Figura 4 se muestra un 
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esquema que ilustra estas conexiones, las cuales comentamos 
enseguida.  

Los orbifolds son usados en la compactificación de la cuerda heterótica. 
Esta teoría está definida en un espacio-tiempo de diez dimensiones y 
tiene un grupo 𝐺1 que la caracteriza y un contenido de partículas 𝐶1. 
Para hacer contacto con nuestro mundo ordinario de cuatr dimensiones 
(tres dimensiones espaciales y una temporal), es necesario 
compactificar (enrollar u ocultar) las seis dimensiones espaciales 
adicionales de la teoría de cuerdas en un espacio compacto, donde un 
ejemplo de tal espacio es un orbifold en seis dimensiones. Al realizar el 
proceso de compactificación en orbifolds se obtienen modelos en cuatro 
dimensiones que pueden ser usados para estudiar diversos aspectos en 
la física de partículas. 

 

Figura 4. Esquema que muestra una relación entre orbifolds y grupos en el contexto 
de las compactificaciones de cuerdas en orbifolds con aplicaciones en la física de 

partículas. 

 
Tales modelos están caracterizados, entre otros detalles, por un grupo 𝐺2 que es subgrupo de 𝐺1, y un contenido 𝐶2 de partículas que contiene 
las partículas de 𝐶1 que sobreviven la compactificación y otras nuevas 
partículas. Las características de 𝐺2 y 𝐶2 dependen, por ejemplo, de la 
geometría de los orbifolds y de los parámetros usados en las 
compactificaciones, tales como los llamados vectores de 
desplazamiento y líneas de Wilson (Ramos-Sánchez, 2009).   
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En el estudio de la física de partículas se tiene al ME, el cual es una teoría 
en cuatro dimensiones caracterizada por un grupo H y un contenido de 
partículas M, clasificadas en bolsones y fermiones. El grupo H es un 
subgrupo del grupo G2, y el conjunto de partícula M es un subconjunto 
del conjunto de partículas C2. Uno de los intentos en las 
compactificaciones de cuerdas en orbifolds es obtener modelos en 
cuatro dimensiones que sean cercanos al ME de la física de partículas 
en el sentido de que estos modelos contengan el grupo y partículas del 
ME, además de un menor número y tipo de partículas adicionales a las 
ME. Tales modelos son llamados modelos tipo ME y han sido 
identificados en distintos orbifolds (Pérez Martínez y col., 2021). 

Un problema en la física de partículas es el problema del sabor, el cual 
se presenta en el sector de Yukawa del ME, donde los fermiones 
adquieren masa mediante el mecanismo de Higgs o rompimiento 
espontáneo de la simetría. Los experimentos indican que las masas de 
los fermiones muestran un patrón de jerarquía, por ejemplo, los cuarks 
de la tercera generación son más pesados que los de la primera. Las 
masas de los fermiones en el ME dependen del valor esperado en el 
vacío del Higgs y de parámetros libres como los acoplamientos de 
Yukawa, los cuales son ajustados para reproducir los valores de masa 
medidos (Langacker, 2017). El problema del sabor busca explicar por 
qué los parámetros libres del ME tienen tales valores, y en consecuencia 
explicar la jerarquía observada en los valores de masa para los 
fermiones (quarks y leptones) del ME. El problema del sabor también 
busca dar respuesta a otras cuestiones, por ejemplo, por qué solo 
existen tres generaciones de fermiones, y por qué las matrices de mezcla 
para leptones y cuarks son diferentes. Una matriz de mezcla está 
parametrizada, por ejemplo, por ángulos de rotación llamados ángulos 
de mezcla, y relacionan los estados cuánticos de los fermiones en dos 
bases diferentes. Los ángulos de mezcla son otro conjunto de 
parámetros libres en el ME (Ishimori y col., 2010; Zupan, 2019; Nilles y 
Ramos-Sánchez, 2024). Una manera de tratar este problema es 
considerar grupos discretos no Abelianos como el grupo diedral 𝐷4, el 
grupo de permutaciones 𝑆3, el grupo alternante 𝐴4, el grupo Δ(54), 
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entre otros (Hernández y col., 2022;  Félix y col., 2006; Ishimori y col., 
2010, Bora y col., 2024). Los grupos usados en este contexto se les 
suele llamar grupos de sabor, donde la palabra sabor hace referencia 
a los distintos tipos o sabores de fermiones (por ejemplo, para los 
leptones se tiene el electrón, el muón y el tau, además del neutrino del 
electrón, del muón y del tau).  Es remarcable conocer que varios grupos 
de sabor pueden ser obtenidos de los orbifolds usados en las 
compactificaciones de cuerdas (Kobayashi y col., 2007; Nilles y col., 
2012; Ramos-Sánchez y Vaudrevange, 2019). Por ejemplo, el grupo 
diedral 𝐷4 surge de la geometría del orbifold unidimensional con grupo 
de punto 𝑍2, mientras que el grupo Δ(54) puede originarse del orbifold 
en dos dimensiones con grupo de punto 𝑍3 (Kobayashi y col., 2007). 
Una lista más completa de grupos de sabor que se han encontrado en 
distintas geometrías de orbifolds en seis dimensiones es reportada en 
la referencia (Olguín-Trejo y col., 2018).     

Mediante el uso de las propiedades matemáticas de los grupos, se 
busca restringir o dar una forma a las estructuras que determinan las 
masas de los fermiones en el ME y realizar predicciones para sus valores 
de masa al ajustar un cierto número de parámetros con la finalidad de 
comparar los resultados con las observaciones experimentales. El grupo 𝐷4 ha sido considerado en estas exploraciones (Miskaoui, 2024; 
Srivastava y col., 2022; Hernández y col., 2022). Modelos con 
diferentes grupos de sabor, como 𝐷4 y Δ(54), conllevan a distintas 
predicciones ya que, por ejemplo, la manera de asignar a las partículas 
de un cierto modelo a las representaciones del grupo de sabor 
determina los acoplamientos de Yukawa permitidos entre los fermiones 
y campos escalares del modelo, y en consecuencia, las estructuras que 
dan lugar a las masas y ángulos de mezcla después del rompimiento 
espontáneo de la simetría. Los acoplamientos de Yukawa entre los 
fermiones y campos escalares como el Higgs deben ser invariantes no 
solo bajo el grupo del ME, sino también ante el grupo de sabor 
considerado (Ishimori y col., 2010; Hernández y col., 2022; Bora y col., 
2024). El hecho de que grupos de sabor como 𝐷4 o Δ(54), puedan 
originarse de una teoría mayor como la teoría de cuerdas y sus 
compactificaciones en orbifolds, brinda una motivación adicional para 
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construir modelos de sabor basados en estos grupos (Ishimori y col., 
2008; Carballo-Pérez y col., 2016).  

Se aprecia entonces que los grupos aparecen en los tres elementos 
conectados verticalmente en el esquema de la Figura 4, es decir, están 
presentes en la teoría de cuerdas, en los orbifolds y en la física de 
partículas. En la teoría de la cuerda heterótica se tiene que un grupo 
caracteriza al tipo de teoría, por ejemplo, puede ser 𝐺1 = 𝐸8 ⨯ 𝐸8 o 𝐺1 = 𝑆𝑂(16) ⨯ 𝑆𝑂(16) (Gross y col., 1985; Dixon y Harvey, 1986).  En 
los orbifolds hemos visto que su propia definición involucra grupos tipo 𝑍𝑁, además de que dan lugar a grupos de sabor, como el caso del 
grupo 𝐷4 a partir del orbifold 𝑍2 unidimensional.  Por otra parte, el ME 
de la física de partículas está caracterizado por el grupo 𝐻 = 𝑆𝑈(3) ⨯𝑆𝑈(2) ⨯ 𝑈(1), y para tratar el problema del sabor se han considerado 
grupos discretos no Abelianos como 𝐷4, 𝑆3, 𝐴4, entre otros, (Ishimori y 
col., 2010).  Es importante mencionar que los grupos del ME y de la 
teoría de cuerda heterótica son ejemplos de grupos continuos o grupos 
de Lie, los cuales tienen un lugar especial en la descripción de las 
interacciones fundamentales y la construcción de modelos más allá del 
ME (Slansky, 1981; Babu y col., 2023; Rivero, 2024; Chiang y col., 
2024).    

Otros grupos que también están siendo usados para tratar el problema 
del sabor son los grupos modulares (Feruglio, 2018; Kikuchi y col., 
2022; Kobayashi y Tanimoto, 2024; Ding y King, 2024; Arriaga-
Osante y col., 2024). Una de sus ventajas es que permiten reducir el 
número de parámetros necesarios para predecir los valores de masa y 
mezcla para los fermiones, comparado al caso de los grupos discretos 
no Abelianos que no son modulares. En el contexto de grupos 
modulares de sabor se tiene que los acoplamientos de Yukawa son 
formas modulares. Resulta interesante que, mediante otros 
procedimientos, algunos grupos modulares, junto con los llamados 
grupos eclécticos, pueden ser obtenidos de la geometría de los orbifolds 
usados en las compactificaciones de la cuerda heterótica (Baur y col., 
2019; Nilles y col., 2020; Baur y col., 2024).  
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6. CONCLUSIONES 

En este artículo mostramos cómo las propiedades geométricas y 
algebraicas del orbifold 𝑍2 unidimensional dan lugar al grupo diedral 𝐷4. En particular vimos que los puntos fijos y la regla de selección del 
grupo de espacio son las propiedades que determinan al grupo que 
surge del orbifold. Esto representa un origen diferente y atractivo para 
el grupo diedral 𝐷4, comparado al caso usual donde el grupo 𝐷4 es 
obtenido por las simetrías del cuadrado. 

Apreciamos que los orbifolds son interesantes ya que además de dar 
origen a distintos grupos, son empleados en la compactificación de la 
cuerda heterótica para obtener modelos en la física de partículas y 
estudiar problemas como el problema del sabor, el cual trata de 
explicar, por ejemplo, el origen de la jerarquía de masas observada en 
los fermiones del ME. Remarcamos que una propuesta para tratar el 
problema del sabor es considerar grupos discretos no Abelianos como 
el grupo diedral 𝐷4, aunque hay muchos otros grupos también. A los 
grupos empleados en este contexto se les llama grupos de sabor. 

Notamos que los grupos aparecen en distintos niveles de las teorías 
físicas. Por ejemplo, en en la compactificación de la cuerda heterótica 
en orbifolds y en la física de partículas. Por lo tanto, los grupos y 
orbifolds son estructuras que vale la pena seguir explorando para 
vislumbrar, junto con otros elementos de las teorías modernas de la 
física, las razones del por qué observamos la jerarquía de masas para 
los fermiones, además de proveernos de herramientas matemáticas de 
simetría que nos ayudan a entender una parte de la naturaleza de 
nuestro Universo.   
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