UNA APLICACION DE S5 EN LA
CONSTRUCCION DE LA MATRIZ DE MASA
PARA LEPTONES CARGADOS

AN APPLICATION OF S5 IN THE CONSTRUCTION OF THE
MASS MATRIX FOR CHARGED LEPTONS

RESUMEN

El uso de los grupos en la fisica de particulas es relevante en el problema del
sabor, el cual trata de explicar la jerarquia de masas para los fermiones en el
sector de Yukawa del Modelo Estdndar. En este trabajo mostramos una
aplicacién del grupo no Abeliano S5 en la construccién del lagrangiano de
Yukawa y la matriz de masa. En particular exploramos la influencia de una
representacién de dimensidn dos de S5 y los coeficientes de Clebsch-Gordan
en la estructura de la matriz de masa para leptones cargados. Consideramos
un modelo reportado en la literatura donde otra representacion de S; es
usada. Encontramos que nuestra matriz de masa presenta una estructura
diferente y un menor nimero de pardmetros que la correspondiente matriz
del modelo original. Enfatizamos que el origen de la estructura de nuestra
matriz de masa es debido a los coeficientes de Clebsch-Gordan ya que estos
dependen de la base para la representacién de S;.

Palabras clave: grupos; representaciones; coeficientes de Clebsch-Gordan;
matriz de masa; fisica de particulas.

ABSTRACT

The use of groups in particle physics is relevant to the flavor problem, which
seeks to explain the mass hierarchy for fermions in the Yukawa sector of the
Standard Model. In this work, we show an application of the non-Abelian group
S; in the construction of the Yukawa lagrangian and the mass matrix. In
particular, we explore the influence of a two-dimensional representation of S3
and the Clebsch-Gordan coefficients in the structure of the mass matrix for
charged leptons. We consider a model reported in the literature where a
different representation of S5 is used. We find that our mass matrix has a
different structure and fewer parameters than the corresponding matrix of the
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original model. We emphasize that the origin of the structure of our mass matrix
is due to the Clebsch-Gordan coefficients since these depend on the basis for
the representation of Ss.

Keywords: groups; representations; Clebsch-Gordan coefficients; mass matrix;
particle physics.

La descripcién de las particulas elementales y sus interacciones estd dada por
el Modelo Estandar (ME) de la fisica de particulas (Langacker, 2020; Peskin &
Schroeder, 1995). Este modelo es exitoso porque ha sido probado
experimentalmente con gran precisién. Sin embargo, existen algunos aspectos
en el ME que hacen pensar que este modelo no sea considerado como la
teoria final (Langacker, 2020). Un ejemplo de esto se presenta en el sector de
Yukawa, el cual estd descrito por un lagrangiono que describe las
interacciones entre los fermiones con el campo de Higgs. Este sector tiene
muchos pardmetros libres que deben ser ajustados para que sus predicciones
estén de acuerdo con las observaciones experimentales (Langacker, 2020;
Zupan, 2019). La intensidad de estas interacciones estd dada por los
acoplamientos de Yukawa. Al aplicar el mecanismo de Higgs se obtiene una
matriz de masa para los fermiones, la cual depende, por ejemplo, de los
acoplamientos de Yukawa como pardmetros libres en el ME.

Las observaciones indican que las masas de los fermiones presentan una
jerarquia en sus valores. Por ejemplo, la masa del tau es mucho mayor que
la masa del electrén, aproximadamente por un orden de 3.5 X 103 (Navas et
al., 2024). En el ME es necesario ajustar los valores de los acoplamientos de
Yukawa para reproducir los valores de las masas de los fermiones. Sin
embargo, uno se pregunta el porqué los acoplamientos de Yukawa deben
tener tales valores, o en forma equivalente, el porque los fermiones tienen los
valores de masa reportados por los experimentos. Estas cuestiones forman
parte del problema del sabor de la fisica de particulas, donde la palabra sabor
se refiere a los distintos tipos o sabores de fermiones en el ME (Grossman,
2010; Zupan, 2019). Una propuesta para tratar de entender y explicar este
problema es considerar grupos discretos no Abelianos referidos como grupos
de sabor. Estos grupos pueden provenir de la geometria de los orbifolds
usados en la compactificacién de la cuerda heterética (Baur et al., 2019;
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Nilles et al., 2020; Nilles & Ramos-Sdnchez, 2024) y también pueden ser
propuestos directamente en modelos mds alld del ME (Ding & King, 2024;
Ding & Valle, 2025; Feruglio, 2018; Ishimori et al., 2010). En particular, el
grupo de permutaciones S; y el grupo ciclico Z, han sido considerados en
diversos estudios del problema del sabor (Canales et al., 2012; Meloni, 2012;
Mondragén et al., 2007). En estos modelos las propiedades matemdticas del
grupo restringen la estructura del lagrangiano de Yukawa y la matriz de masa.
Un posible efecto de los grupos de sabor en estas construcciones es que la
matriz de masa podria depender de un ndmero menor de pardmetros
comparado al caso del ME y que sus predicciones, a través de un estudio
fenomenolégico, estuvieran de acuerdo con las observaciones
experimentales. De esta forma, la estructura de la matriz de masa y los
valores de las masas de los fermiones podrian tener una explicacién basada
en las simetrias del grupo de sabor (Ishimori et al., 2010; Nilles & Ramos-
Sanchez, 2024).

En estas construcciones los coeficientes de Clebsch-Gordan (CCG) del
producto directo de representaciones del grupo no Abeliano de sabor son
indispensables para construir el lagrangiano de Yukawa que es invariante
ante la simetria de tal grupo. Una propiedad de los CCG es que dependen
de la base, y en consecuencia, de la representacién del grupo. Imaginemos
un modelo donde una representacién del grupo de sabor es usada para
construir el lagrangiono de Yukawa y la matriz de masa de un tipo de
fermiones. Entonces, una pregunta interesante seria: équé cambios en la
estructura y el nUmero de pardmetros de la matriz de masa se obtendrian si
otra representacion del grupo S3 fuera usada?

El objetivo de este trabajo es explorar el efecto del cambio de base o de
representacién del grupo no Abeliano S5 en la estructura de la matriz de masa
para leptones cargados como una aplicacién del grupo de permutaciones S5
en la fisica de particulas. En particular elegimos una representacién de
dimensién dos para el grupo S; y usamos los CCG del producto de dos y tres
dobletes de S5 para construir el lagrangiano de Yukawa invariante y la matriz
de masa para leptones cargados. Tomamos como base el modelo reportado
en Kubo et al. (2003) donde ofra representacion de S; es usada.
Comparamos nuestra matriz de masa con la correspondiente matriz del
modelo original y notamos que nuestra matriz de masa presenta una
estructura diferente y un menor nimero de parédmetros. Discutimos las
razones de tales modificaciones enfatizando que su origen es debido a los
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CCG, pues estos dependen de la base elegida para la representacién del
grupo S3. Mostramos también la matriz de cambio de base entre estas dos
representaciones de S;. En este trabajo no exploramos las implicaciones
fenomenolégicas de nuestra matriz de masa para leptones cargados ya que
estd més alld del objetivo del presente trabaijo.

El contenido de este articulo es el siguiente. En la seccién 2 mostramos
algunas propiedades de S; como las representaciones y los CCG que son
necesarios para la construcciéon de la matriz de masa. En la seccién 3
hablamos sobre el problema del sabor en el ME y el uso de los grupos en este
contexto. En la seccién 4 presentamos la aplicacion del grupo S; en la
construccién de la matriz de masa para leptones cargados tomando como
base el modelo reportado en (Kubo et al., 2003). En la seccién 5 presentamos
una discusién de resultados basada en las razones que dan lugar a la
estructura de nuestra matriz de masa cuando se compara con la matriz
reportada en el modelo original. Finalmente, en la seccién 6 las conclusiones
son presentadas.

El grupo S5 es el grupo de permutaciones de tres objetos. Es un grupo discreto
no Abeliano con seis elementos. La presentacién de S; segin Ramond (2010)

S;=<ab|a®=b?=(ab)’=c¢
>, (1)

donde a y b son los generadores del grupo y e es el elemento identidad. Los
elementos de S5 son {e,a,a? b,ab, ba} y sus tres clases de conjugacién son

C, ={e}, C, ={a,a?}, C; = {b,ab,ba}. 2

La tabla de cardcter para S; se muestra en la tabla 1.
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Tabla 1. Tabla de carécter de Ss. El primer renglén y la primera columna
enumeran las clases y representaciones irreducibles de S, respectivamente.

112 |3
11111 |1
211 |-1 1
32|10 |-1

La segunda columna en la tabla 1 corresponde a la clase €; = {e} por lo que
la traza de la representacién R(e) es la dimensién de la representacién. De
esta forma, en S5 se tienen dos representaciones de dimensién uno, y una de
dimensiéon dos. En términos de las representaciones R(g) las clases de
conjugacién son

€1 ={R(&)}, C; = {R(a),R(a®)}, C3 = {R(b),R(ab), R(ba)}. 3)

Una representacién matricial de dimensién dos para los generadores a y b de
S5 esté dada por Ishimori et al. (2010)

R(a):l/ZQ% —_‘/f), ro)=(5 °) (4)

Las representaciones para los demdés elementos del grupo se pueden obtener
mediante R(a?) = R(a) * R(a),R(ab) = R(a) * R(b),R(ba) = R(b) *xR(a), y
para el elemento identidad se tiene que R(e) =1, la matriz identidad de
dimensién dos.

De la tabla de caracter se puede conocer como el producto directo de dos
representaciones irreducibles se escribe como sumas directas de
representaciones irreducibles (Tung, 1985). Por ejemplo, en S5 se tiene que
2®Q2=16@ 1 2. En este contexto, si R(g) es una representacién matricial
de dimensién dos, entonces R(g) ® R(g) = U(g) denota una representacion
reducible de dimensién cuatro. La matriz U(g) se puede llevar a una base
donde se representa como una matriz diagonal por bloques U;(g) = D; @
D, @ D3, tal que la suma de las dimensiones de D; , 3 es cuatro. Lo anterior
establece que existe una matriz de transformacién (de cambio de base) T tal
que TUT !=1U,. Los coeficientes de Clebsch-Gordan (CCG) son los
elementos de T. Para la representacién (4) de S; se tiene que la matriz T estd
dada por
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1 0 0 1

/{0 1 -1 0

T= 1 0 0 -1/ ®)
01 1 O

Los CCG en (5) establecen cémo se transforman las componentes de dos
dobletes de S; en el producto 2 ® 2 =1@ 1 @ 2. En este caso, la regla de
multiplicacién estd dada por Ishimori et al. (2010):

X1Y1 — xz)’z)_ (6)

(2) 02y (32) = (011 + x2Y2) @ (x1y2 — x251) D (xl}’Z + X,

Para las aplicaciones que nos interesan en la fisica de particulas basta
enfocarnos a la combinacién lineal que se transforma de manera invariante.
En este caso, esta combinacién es (x;y; + x,¥,), y corresponde a la primera
representacién de dimensién uno que aparece en la suma directa. La segunda
combinacién lineal, (x;y, — x,y;), asociada a la segunda representaciéon de
dimensién uno, no es invariante porque adquiere un signo menos bajo la
transformaciéon 2 ® 2 en S;. Para tomar en cuenta esta distincion se suele
escribir2®2=101 & 2.

Utilizaremos la notacién

(2) ® (;;) = (x1y1 + x2¥2) (7)

para indicar solamente la combinaciéon lineal invariante que surge del
producto 2 ® 2 en S;. Del producto 2 ® 2 ® 2 se obtiene otra combinacién
lineal invariante, la cual estd dada por
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(2) ® (ﬁ) ® (2) = (X1Y221 + X2Y221 + X1Y1Z2 — X2Y227). (8)

Es conocido que los CCG dependen de la base elegida para la representacién
del grupo S5, mientras que la relacion 2 ® 2 =1@ 1 P 2 es independiente
de la base (Tung, 1985). Consideremos ahora la siguiente representacién,
dada por Ishimori et al. (2010) de dimensién dos para S;

R@=(5 ) R®=(] o) ©

donde w = e”™/3. En este caso el producto tensorial de dos dobletes de S;
estd dado por Ishimori et al. (2010)

(2) ® (;/;) = (ryz +2271) © (xay2 —2251) © (xzyz)_ (10)

X1Y1

La matriz de transformacién T estd dada por

01 1 0

{01 -1 0

T={0 0 o0 1 (11)
10 0 0

La primera combinacién lineal en (10) corresponde a la combinacién lineal
invariante, lo cual indicamos mediante

(2) ® (i,/;) = (x1Y2 + x2)1)- (12)

Del producto 2 @ 2 ® 2 se obtiene otro invariante dado por

(2) ® (;;) ® (2) = (X2Y225 + X1Y121)- (13)

Notamos que los CCG para el producto 2@ 2 =1@ 1@ 2 mostrados en
(6), son distintos a los mostrados en (10). Esto es porque en (6) usamos la
representacién (4) de S3, mientras que en (10) usamos la representacién (9).
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Estas dos representaciones matriciales de dimensién dos se ven distintas, pero
son equivalentes ya que estdn relacionadas por un cambio de base mediante
la transformacién de similaridad P~1RP = R’, donde

1 1
P=«a (—i i) (14)
es la matriz de transformacién o de cambio de base, con @ = 1/v/2, y donde
R y R' denotan las representaciones (4) y (9) de S5, respectivamente. De esta
forma, apreciamos que los CCG son dependientes de la base o de la
representacién, mientras que laregla 2@ 2 =1@® 1@ 2 es independiente
de ella. Oftras estructuras de los grupos que no dependen de la representacion
del grupo son las clases de conjugacion y la tabla de caracter, es decir, de la
traza de la representaciéon (Tung, 1985).

El lagrangiano que describe las interacciones entre los fermiones y el campo
de Higgs en el ME es el lagrangiano de Yukawa, el cual es invariante bajo el
grupo de norma Gyy = SU3), ® SU2), ® U(1)y (Peskin & Schroeder,
1995). Para el sector de leptones este lagrangiano esté dado por Langacker
(2020)

LY = - Ymnl_mL¢enR + h. c., (15)

donde los subindices repetidos m y n indican sumatoria con valores m,n =
1,2,3 para las tres familias de leptones del ME. Los acoplamientos de Yukawa
son denotados por Y,,, e indican la intensidad de la interaccién. La
abreviacién h.c. se refiere al hermitiano conjugado del primer término. Las
representaciones de los campos en (15) bajo el grupo del ME se presentan en
la tabla 2.
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Tabla 2. Representaciones para los leptones y el Higgs bajo el grupo Gy =
SUB) . ®SU2),QUD)y .

Leptones Representaciones Higgs Representacién
_ (Vme 3(1,2)- * 1(1,2
b = () W2ae |4 («(20) (1,2)172
Vmr 3(1,1),
€mr 3(1,1),4

La notacion usada es m(Rj3, R;),, donde m = 1,2,3 denota la familia de fermiones. R es la
representacién bajo SU(3),, R, es la representacion bajo SU(2),, y y es el valor de hipercarga Y, la cual
estd relacionada con la carga eléctrica de estas particulas.

Los campos [,,;, son dobletes de SU(2),, y contienen a los neutrinos y leptones
cargados izquierdos. Los campos Vg Y emr denotan a los neutrinos y leptones
cargados derechos, los cuales son singuletes de SU(2);. El subindice L y R
indica la quiralidad izquierda y derecha, respectivamente (Peskin & Schroeder,
1995). El campo de Higgs es denotado por ¢, y es un doblete de SU(2);.

Al aplicar el mecanismo de Higgs (o rompimiento espontdneo de la simetria)
se obtiene la matriz de masa para leptones cargados (Langacker, 2020;
Peskin & Schroeder, 1995),

Mys = % (16)

donde v =246 GeV es la escala electrodébil. La matriz en (16) es no
hermitiana en general, y su diagonalizacién es efectuada por la
transformacién

AIMMEAR = diag(me,mw m,), 17)

donde A, y Ag son matrices unitarias, y my, para f = e, 1,7, denota las masas
de los leptones cargados: electron (e), muédn (u) y tau (t). Al reescribir el
lagrangiono de Yukawa en términos de los campos fisicos se obtienen las
expresiones para las masas de los leptones cargados (Langacker, 2020; Tong,

s. f.),

v v v
Me = Ye ﬁ: m, = y“ﬁ’ me = Y‘rﬁ' (18)

donde ys son los acoplamientos Yukawa. De acuerdo a las mediciones
experimentales los valores aproximados para estas masas y acoplamientos se
muestran en la tabla 3.
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Tabla 3. Valores aproximados para las masas y acoplamientos de Yukawa
de los leptones cargados del ME (Navas et al., 2024).

Leptén . .
P Generacién Masa Acoplamiento de Yukawa
cargado
electrén primera m, = 0.5 MeV Y, ~ 2.9 x 107°
muén segunda m, =~ 105.6 MeV Yy~ 61x107*
tau tercera m; = 1776.9 MeV v =~ 1x 1072

De la tabla 3 notamos que existe una jerarquia entre las masas de estas
particulas, por ejemplo, la masa del electréon es mucho menor que la masa
del tau, y andlogamente para los acoplamientos de Yukawa. Una de las
preguntas que el problema del sabor trata de responder es: écudl es el origen
del patrén observado para las masas de los leptones cargados?

En las expresiones para las masas de los leptones cargados, presentadas en
(18), se tiene que los acoplamientos de Yukawa son pardmetros libres, por lo
que tienen que ser ajustados a mano para reproducir los valores de masa
observados. Seria deseable contar con una teoria que tuviera un mecanismo
que diera directamente los valores correctos a tales pardmetros,
proporcionando asi un origen al patrén de masas observado en la naturaleza.

El problema del sabor en la fisica de particulas no solo trata de explicar el
patrén de jerarquia en las masas de los leptones cargados, sino también el
patrén de masas presentado en los neutrinos y en los quarks. Otras cuestiones
gue trata el problema del sabor son, por ejemplo: 2Por qué se tienen tres
generaciones de fermiones? 2Por qué las matrices de mezcla para los leptones
y los quarks son distintas? (Grossman, 2010; Nilles y Ramos-Sanchez, 2024;
Zupan, 2019). La bisqueda de las respuestas a estas preguntas
fundamentales en la fisica de particulas ha llevado a considerar propuestas
interesantes como el uso de grupos mateméticos que a continuacién tratamos.

3.1 GRUPOS DE SABOR

Una propuesta para tratar de resolver el problema del sabor es usar grupos
discretos no Abelianos como S3,S,, A4, D4, A(54), entre otros (Barman et al.,
2024; Chamoun & Lashin, 2025; Das y Pal, 2018; Ding & Valle, 2025;
Escobar & Luhn, 2009; Herndndez et al., 2022; Ishimori et al., 2008, 2010;
Meloni, 2012; Mondragén et al., 2007). A los grupos aplicados en este
contexto se les suele llamar grupos de sabor. Los modelos construidos con
este tipo de grupos son ejemplos de modelos mds alld del ME, donde no solo
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se considera una extensiéon al grupo del ME por el grupo de sabor G, sino
también campos adicionales a los del ME. En estos modelos extendidos los
campos son asignados a representaciones del grupo de sabor tal que
mediante el uso de sus propiedades algebraicas se tenga un control sobre los
acoplamientos en el lagrangiano de Yukawa, el cual debe ser invariante bajo
el grupo de sabor G. De esta manera, las simetrias del grupo restringen la
forma del lagrangiano de Yukawa del modelo. Después del rompimiento
espontdneo de simetria, el grupo de sabor también influye en la estructura de
la matriz de masa donde se busca, en parte, que esta tenga un nimero menor
de pardmetros y que su estructura sea algo mds simple, como contar con la
presencia de algunos elementos nulos, comparada con la matriz de masa en
el ME (Félix et al., 2007; Ishimori et al., 2010; Nilles & Ramos-Sdnchez, 2024).
De esta manera, después del proceso de diagonalizacién y construccién de la
matriz de mezcla, se espera que las masas de los fermiones dependan de un
numero menor de pardmetros.

Otro tipo de grupos de sabor son los grupos modulares (Arriaga-Osante et
al.,, 2025; Ding & King, 2024; Ding & Valle, 2025). Las propiedades
matemdticas de estos grupos implican que los acoplamientos de Yukawa son
formas modulares, las cuales son funciones matemdticas que dependen de
un parédmetro complejo y que se transforman de una manera especifica bajo
el grupo modular. En estos modelos el nimero de pardmetros en el sector de
Yukawa es menor al caso de modelos con grupos que no son modulares
(Feruglio, 2018). A los grupos no modulares se les suele llamar grupos
tradicionales (Nilles & Ramos-Sdnchez, 2024). Tanto los grupos tradicionales
como modulares y su unién no trivial (grupos eclécticos) pueden originarse en
lo geometria de los orbifolds usados en la compactificaciéon de la cuerda
heterética (Baur et al., 2019; Carballo-Pérez et al., 2016; Nilles et al., 2020).

Para los propdsitos de este trabajo nos enfocamos al grupo S; como grupo
tradicional de sabor, y cuyo origen es debido a las permutaciones de tres
objetos. No consideramos su origen por la geometria de los orbifolds, ni
tampoco un tratamiento como grupo modular. Estos aspectos podrian ser
tratados en un trabajo futuro. En la siguiente seccién mostramos cémo las
propiedades mateméticas del grupo S5 restringen la forma del lagrangiano
de Yukawa y la matriz de masa en un modelo particular donde nos enfocamos
a un tipo especifico de fermiones.
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4. S; EN LA CONSTRUCCION DE LA MATRIZ
DE MASA

En esta seccién consideramos el grupo de sabor S5 con la representacion de
dimensién dos presentada en (9), y con los coeficientes de Clebsch-Gordan
en (12) y (13) asociados a los invariantes que resultan del producto de dos y
tres dobletes de S5, respectivamente. El objetivo es construir la matriz de masa
para leptones cargados tomando como base el modelo original presentado
por Kubo et al. (2003), donde se usé la representacién (4) de S5 y una simetria
Z,. Nos interesa conocer si la matriz de masa para leptones cargados que
calculaomos con la representacién (9) de S; presenta un niUmero menor de
pardmetros que la correspondiente matriz del modelo original.

En la tabla 4 presentamos el contenido de particulas de nuestro interés en el
modelo de Kubo et al. (2003), ademds de sus asignaciones a las
representaciones 1 y 2 del grupo S; En este modelo se consideran dos
dobletes de Higgs adicionales al del ME para tener términos de interaccién
renormalizables en el lagrangiano de Yukawa.

Tabla 4. Contenido de particulas (leptones y Higgses) para el modelo de
nuestro interés. La asignacién de estos campos a las representaciones
irreducibles de S; se muestra en la tercera columna. El subindice I toma
valores [ = 1,2.

Leptones Higgse | Representacién de
cargados s Ss3

L er oJ 2

L3, e3r (0] 1

En el ME la estructura del lagrangiano de Yukawa Ly para leptones estd dada
en (15). Ahora deseamos construir el lagrangiano anélogo para el modelo
con contenido de particulas mostrado en la tabla 4 y que sea invariante bajo
el grupo S; con la representacién (9). Para obtener tal lagrangiano se
consideran todos los posibles acoplamientos de Yukawa que sean
renormalizables para estos campos y que den lugar a combinaciones lineales
invariantes de sus componentes bajo S5. Tales invariantes estdn dictaminados
por los CCG en (12) y (13), los cuales surgen de los productos tensoriales 2 @
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2y2Q®2Q 2 en S;, respectivamente. Los acoplamientos a considerar son
entonces los que se presentan en la tabla 5.

Tabla 5. Productos de representaciones en S; que dan lugar a acoplamientos
de Yukawa renormalizables e invariantes bajo Ggy @ S3. El caso e) es el
producto invariante trivial. Los acoplamientos de Yukawa son denotados por
}’i'i = 1,2, ,5

Caso Producto de Acoplamientos de
representaciones Yukawa

a) 2022 yi(Librerr)

b) 20211 y2(liLdresr)

c) 201®2 ys(Lderr)

d) 102®2 YalsLdr€1r)

e) 1011 ys(ls . Pesr)

La asignacién de ez a la representacion 2 de S; que se muestra en la tabla
4 indica que este doblete de S5 tiene como componentes a e y e,z, entonces

€lr = (elR): (19)

€2Rr

mientras que esg, al ser asignado a la representaciéon 1 de S, es un singulete
de este grupo. Los campos e, i = 1,2,3, son a la vez singuletes de SU(2),, del
ME.

Otro ejemplo es el doblete de S; formado por los campos de Higgs ¢, 1 =
1,2, entonces

0e(8)

donde ¢, y ¢, son, cada uno, dobletes de SU(2), en el grupo del ME. Para
los demds campos la asignacién a estas dos representaciones de S; es
andloga. Parailustrar el uso de los CCG en estas construcciones consideramos,
por ejemplo, el término d) 1 ® 2 ® 2: y,(I5,¢,e;r) de la tabla 5. Usando los
CCG en (12) se tiene que el acoplamiento invariante bajo S5 estd dado por
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€2r

Va <I_3L Q (ii) ® (elR)> = Yu (l_3L(¢132R + ¢291R)) = y4(l_3L¢1eZR + l_3L¢ZelR)'

21D

Como otro ejemplo consideremos el primer término en la tabla 5, es decir, a)
2®2®2: vyl ¢er). Usando los CCG en (13) se tiene que el término
invariante bajo S5 es

l_ T _
. <<TZ> ® (gi) ® C;D) = yi(lirpreir + Lrdoeor)- (22)

Aplicando los cCG (12) y (13) a los demds acoplamientos no triviales de la
tabla 5 obtenemos el lagrangiono de Yukawa invariante bajo Gyp ®
S3

Ly = -y, (l_2L¢ZeZR + l_1L¢1elR) — Y2 (l_lLd)ZeSR + l_2L¢1e3R)
— Y3 (11L¢32R + 12L¢61R) (23)

AU l_3L¢ZelR) - J’S(l_sL‘l’esR) + h.c.

Consideramos ahora el mecanismo de Higgs. En este modelo se tiene que los
valores de expectacién en el vacio (VEV) para los campos de Higgs estdn
dados por Kubo et al. (2003)

()0 we()-Hie e

donde v? + v2 + v2 = (246 GeV)?. Substituyendo (24) en (23) obtenemos

Ly = —y1(&3,v2655 + €1,v1€18) — V2 (€1 V2e3r + €31V €38)
—y3(é1vesr + & ver) (25)
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—Ys(€3,v1er + €3.v218) — Ys(€3,vesg) + h.c.

1

donde hemos puesto el factor comin N

a 1 por simplicidad. El lagrangiano

en (25) puede ser reescrito como

YiV1 Y3V YaV2\ /€1Rr
Ly = (&1, €51, 831) <Y3U Y1V2 3"2771> (62R>
YaVz YaV1  YsV /) \€3r
+ h.c. (26)

Asumiendo ahora que v; = v, se tiene que la matriz de masa para leptones
cargados es

ViV Y3V Ya2Vq
My=1| Y3V Y1iV1 Y2V1 |. (27)

YaV1  YaV1  YsVU

Para reducir el nimero de pardmetros en (27) se considera una simetria
discreta Z,. A los campos [;;, ejr, @1, 131, ¥ e3r se les asigna la carga +1 bajo
Z,, mientras que a ¢ se le asigna la carga -1 (Félix et al., 2007; Kubo et al.,
2003). Los acoplamientos permitidos son aquellos que son compatibles
(invariantes) con la simetria Z,. Por ejemplo, el acoplamiento en a)
y1(LL¢rer) de la tabla 5 tiene carga (+1) bajo Z, ya que (+1)(+1)(+1) =
+1, por lo que este término es invariante bajo Z,. Por otra parte, el
acoplamiento ¢) y;(I;.¢e;r) de la tabla 5 no es invariante bajo Z, pues tiene
carga (+1)(-1)(+1) = -1. Aplicando este procedimiento a los demds
acoplamientos de la tabla 5 se tiene que los términos asociados a y; y ys no
son compatibles con Z,, por lo que son removidos del lagrangiano de
Yukawa y de la matriz de masa. Esto es equivalente a tomar y; = ys = 0 en
(27), por lo que la matriz de masa para leptones cargados es

i 0 ¥y m; 0 my
My=v1| 0 y y2|=(0 m my| (28)

Ya Ya O my my O

Esta matriz tiene 12 pardmetros reales provenientes de los acoplamientos de
Yukawa y;, los cuales son complejos en esta parte, y donde hemos tomado
en cuenta el nUmero de veces que se repiten. El valor de v, estd determinado
por la escala electrodébil.
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Por otra parte, las matrices anélogas a (27) y (28) reportadas por Kubo et al.

(2003) son
Y1V1 t Y3V ViV YaVq
Mg = Y1V1 Y11 T Y3V Yoy |, (29)
YaU1 YaV1 VsV
Y
Yi Y1 Y2 m m m
Mg=vy| V1 —Y1 Y2 |=|Tqx —My My, (30)
Yo Va 0 my My 0

respectivamente, donde la representacién (4) de S; fue usada. La matriz en
(30) presenta 16 pardmetros reales.

5. DISCUSION DE RESULTADOS

En el esquema de la figura 1 presentamos las matrices de masa para leptones
cargados My en (16), My en (28) y Mg en (30) para notar el cambio en su
estructura causado por el uso de los grupos S; y Z,. Recordemos que en la
construccién M, y Mg se usaron dos representaciones distintas de dimension
dos para S;. Notamos que el nimero de pardmetros reales en las matrices de
masa My, Mg y My son 12, 16 y 18, respectivamente, ademdés de presentar
tres, uno y cero elementos de matriz nulos.

yi 0 ¥y
My=vi| 0 ¥y ¥
Ya Ya O

MME:TZ Yo1 Yo Y23

v (Yn Yio Y13> $3QZ,
Y31 Y3 Y33

Yi Y1 Y2
MB=171<J’1 —V1 y2>
Yo  Ya 0

Figura 1. Esquema que muestra las matrices de masa para los leptones cargados en tres
contextos diferentes. La matriz de masa a la izquierda corresponde al caso del ME y fue

(S8
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presentada en (16). Las matrices en la parte derecha corresponden al caso donde se usaron
los grupos S3 y Z,. La matriz M, (Mg) en la parte superior (inferior) derecha es la matriz (28)
((30)), y estd asociada a la representacién (9) ((4)) de Ss;. Notamos que el cambio de
representacién para S; modifica su estructura y el nGmero de pardmetros reales, como se nota
al comparar M, con M.

Los cambios en la estructura de las matrices de masa M, y Mg son debidos a
los CCG ya que estos son dependientes de la base o de la representacion de
S5. Por ejemplo, los CCG para los términos invariantes bajo S; que resultan
de los productos 2® 2y 2® 2 ® 2 con la representacién (9) de S; estdn
dados en (12) y (13), y fueron usados en la construcciéon de M. Por otra parte,
para Mg se emplearon los CCG en (7) y (8), asociados a la representacién (4)
de S5.

Los respectivos CCG provocaron que los elementos de matriz con y;
aparecieran en distintas posiciones en las matrices M, y Mg. Mientras que en
M, se tienen dos términos con y; fuera de la diagonal, en My aparecen
sumdndose a términos con y; en la diagonal, como se nota en (27) y (29). El
elemento de matriz con ys; permanece en la misma posicién en ambas
matrices. Como la simetria Z, implica y; = ys = 0, resulta que My da lugar a
tres elementos nulos mientras que Mg solamente a uno, como se aprecia en
(28) y (30). Otro efecto de los CCG es que la matriz M, presenta dos
elementos menos con y; que la matriz M.

Aunque las representaciones (4) y (?) de S; se ven distintas se tiene que son
equivalentes ya que estdn relacionadas por una transformacién de similaridad
P7IRP =R’, donde P es la matriz de cambio de base mostrada en (14), y
R (R") denota la representacién (4) ((9)) de S;. Por lo tanto, un cambio base
o de representacién de dimensién dos para S; si influye en la estructura y en
la reduccién del nUmero de pardmetros en la matriz de masa para leptones
cargados.

5.1 NOTA SOBRE ESTUDIOS
FENOMENOLOGICOS

Para estudiar la fenomenologia de los leptones en este tipo de modelos es
necesario construir la matriz de mezcla para leptones o matriz PMNS
(Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata). Su construccién requiere informacién
del sector de neutrinos, los cuales son leptones sin carga eléctrica (Langacker,
2020; Peskin & Schroeder, 1995). En este trabajo no hemos considerado tal
sector porque nuestro objetivo es explorar la influencia del cambio de base o
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de representacién del grupo S; en la estructura de la matriz de masa para
leptones cargados, como una aplicacién del grupo no Abeliano S5 en estas
construcciones. Sin embargo, una breve discusién sobre la construccién de la
matriz de mezcla y su uso en exploraciones fenomenoldgicas para leptones
se presenta enseguida (Félix et al., 2007; Kubo et al., 2003; Langacker,
2020).

La matriz de mezcla para leptones estd definida por

U=Al Ay 31)

donde A, y A, son las matrices unitarias usadas en la diagonalizacién de
los matrices de masa para leptones cargados y para neutrinos,
respectivamente. La diagonalizaciéon de la matriz de masa M para leptones
cargados es efectuada por dos transformaciones unitarias A, y Az de la
siguiente manera

Al MAg = My = diag(m,, my, m,). (32)

Para encontrar 4, se construye la matriz hermitiana N = MMT. Usando (32)
se tiene que

N = Ae NgAL, (33)

donde Ny = diag(mg, mj, m2). En este desarrollo es necesario expresara N =
MM en términos de las masas de los leptones cargados, lo cual requiere otro
proceso algebraico. De esta forma A, se construye bdsicamente de los
eigenvectores de N. Un proceso anélogo se efectGa para obtener 4, en el
sector de neutrinos, el cual presenta detalles adicionales debido a la
naturaleza de estas particulas  (Langacker, 2020). Para estudios
fenomenolégicos, como la oscilacién de neutrinos, se compara la matriz de
mezcla tedrica (31) con la matriz de mezcla reportada en PDG (Navas et al.,
2024), la cual estd parametrizada por tres dngulos de mezcla y una fase de
violacién CP (conjugacién de carga y paridad), asumiendo que los neutrinos
son campos de Dirac.
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En este trabajo exploramos la influencia de la representacién (9) de dimensién
dos del grupo S; en la estructura de la matriz de masa para leptones cargados
como una aplicacién de los grupos discretos no Abelianos en la fisica de
particulas. Para este propdsito nos enfocamos al sector de leptones cargados
usando como base el modelo presentado por Kubo et al. (2003), donde la
representacién (4) de S; fue usada.

La matriz de masa para leptones cargados que obtuvimos se presenta en (28)
y la llamamos Ma. La correspondiente matriz reportada por Kubo et al. (2003)
se presenta en (30) y la denotamos por Ms.  Encontramos que la
representacién (9) de S; modifica la estructura de la matriz de masa y reduce
el nimero de pardmetros reales. Un aspecto crucial de los CCG con la
representacién (9) es que estos modifican las posiciones y la manera en que
los dos elementos de matriz con acoplamiento ys; aparecen en M_A, dando
lugar no solo a un menor nimero de pardmetros, sino también a favorecer
la presencia de dos elementos nulos en M4 después de aplicar la simetria Z,.
Respecto al nUmero de pardmetros obtuvimos que nuestra matriz de masa Ma
presenta 12 pardmetros reales mientras que Mg tiene 16. El origen de estas
diferencias en estructura es debido a los CCG ya que estos dependen de la
base, y justamente las representaciones (4) y (9) de S; estdn relacionadas por

una transformacién de similaridad, donde la matriz de cambio de base estd
dada en (14).

Por lo tanto, en el modelo considerado en este trabajo se tiene que la
representacién (9) de S; y los correspondientes CCG tienen el efecto de
modificar la estructura y reducir el nUmero de pardmetros de la matriz de
masa para leptones cargados, en comparacién con la correspondiente matriz
gue se obtiene al usar la representacién (4) de Ss.

PLANES FUTUROS

Un estudio fenomenoldgico de leptones seria necesario para conocer las
implicaciones fisicas de nuestra matriz de masa. Para esto seria necesario
construir la matriz de mezcla (31), lo cual requiere incluir el sector de neutrinos
en el andlisis. Tales estudios fenomenoldgicos podrian formar parte de un
trabajo futuro.
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